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Capftulo 10

FACTORES Y EXPONENTES

Las ideas impprtantes en el curso de este capftulo son

las de factore' yjactorización, y a esas ideas let debemos

dar un cimiento matemAtico.firme. El.tratamiento tradicional

de'ellas ha propendido a ser un manejo de simbolos con la

técni6a como su objetivo principal. Nuestro koposito es

liacer del entendimiento el objetivo principal:. Sin
4

es forzosa. una gran dosis de confusión. Por ejemplo,
-

si un estgdiante preguntara por cp.14 r no es un factor de

(puesto que 11 x 76 6, y es un

aceptable) o si* praeguntara por qu4

ndmero perfectamente

x2 + 1 nb es ut facior

de x (puesto + 1) x)
+ 1

no podrta encontrar

'una'resPuesta dentrb del marco de lo que hablfualmente se

ensefia. "No ka tonto,. .usted puede ver que 1os cocientes

indicA4os fto son enteros!", es probablemente una respuesta

tan satisfactoria clomo otrecualquiera.

En este capitulo, nos interesamos por las estrxkturas

algebraicat que sirlion 'de base anuestras ideas corrientes

sobre la factorización. Principalmente nos ocuparemos del

conjunto de todos los enteroS positivos, que es, segdn .

recordamos, cerrado respecto de la suma y de l multipli-

cacidn. 'En realigad, es posible pensar en los enteros

positivos como "engendrados" adit1vamente por'"1", que permite

mediante la,suma "obtener" cualquier entero positivo. Este

idea tan-sencilla pari"-los enteTos, set-6 de considerable

ayuda cuando estudiemos los polinomios. La.idea fundamental
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es la definici6nipe un factor propio. Se dice que un:ntero

es factorizable si tiene un factotproolo, y es- iSrimo si

carece de lector, propio.

Ea. muy importante tener presente que estos conceptos'de.
.

. factores y. factorizacian dependen 'del conjunto sobre el cual

efectuamos la factorizact6n. Sobre el conjunto de lgs

enteros positivos,, 4 es un factor de 12. $i permitiéramos

todos los enteros, -4 y 4 serian.ambos factores de 12. Si

facjtorizitmoApsotire el' copjunio de lop ndmeros racionales,
2

entonces -3- es un factor deli 12 también. , Si factorfiamos

sobre los nameroe reales, cualquier nlmero'es An factor de *

12, y la idea parece1ye nqr.tener, sentido. Cuando hailamos

de factorizar un entero*positivo, queremos significar

si6mpre sobre el conjintó de los entios positivos, a menos

que se especifique otro conjunto, puesto que la informacift

sobre los factores de los enteros que nos.interesa en estoe'

capitulo''puede obtenerse de los enteros posItivop.

Los teoremas que demostramos.acerca de los ctores se

expondrán de tal modo que se podrgn generalizer inmediata-

mente a polinomios, poryie e.s,en este dominio donde los

' necesitamos otra vez.
$

Los alumnos que han estudiado el curso del. SMSG pare

sgptimo grado, tendr4n una buele base pare abordar lasdeas

de fectores, ndmei-os primos y mlnimo comdn mdltfplo. gs
,

posible que'vecesiten invertir.menos tiempo,sobre estos

telhisoye otros estudiantes.

110
1



. 10-1. Factores dizvisibilidad

La base del cuento,del agriculOr cononce

el ndmero 12 tiene un4 propledad que el 11-no

'saber: 172 tiene otros factores ademAs de uno
:19

:.Concreqtmente, 12,puede ser dividi.do-exactamente tior 2, 4

y 6: Once no puedevser dividido exactamente pot- estos

ndraros. El extraft'puAo,coger de nuvo su vaca porque

to,

va'as es

tiene, a
-

7 el mismo.'

clu.e

1
2 4 1 6 12.

El hecho de que cualquier entero positivo tiene a si

mismo y al 1 como f4ctores se deduce de la propiedad' del

I.:, a' 1 = a. Pero algunos enteros liositivos.tieitén otros.

factores, ademAs del 1 y ellos mismos. A esta clase de

313,,

.

factor la llamamos un.facter propio. Obstrvese la semejanza

de la relacidn factor-factoy propio a la relaci6n subc&junto7

subcinjunto prOpio. "Propie e's.una palabra usada porAla

gente para*indicar los-casos realiente interesantes de un

concepto particular. Considdrese; poi el momento, lo que

queremos decir con "fracci6n propia".

Despuds de la.definici6n de factor propio, surge la
.

pregunta: Oe'desprende de esta de4nici6n que MI,' tampocsa

puede se igual a 1 nt a 0 Si m es un factor propiP

l . ---, ..

de n, q remos decir 'que hay un entero positivo q '
. ,

(q # I, q I( n) tel que mq = n.' *Entonces otro nombre pare
,

n nq ' = n. Esto es una
m 1 -

=
n n
m n

q es J2. Si *m= 1 entonces
m

contradicci6n.. Si m n, entonces

tambidn una contradicción.

= 1. Esto es
As

probiemas 1-15 del.Conjunto 'de problems, 10-la se han

propuesto para reforzar la idea de que si m es un factor

1 .2
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de n, entonces 1.1- es un factor de n. Los estudiantes pieden

4`toinar algunas decisfones sobre ra :base de las reglos de

divisibilidad; por ejemplo, 5 no es un factor de-24, 4)1.1esto
41ue cualquier ralmero divisible por '5 tiene e1 nombre de un

numer.al que permine en 5 6 -en Q. En lps problemas del ).6 al
35, deseamos que esttudiante -recuerde lo aprendidd sobre

- la divisibilidad de ni1iners paKa poder Ac9nocer los factords.
A

.pr.opio.s de tnt ntimero. Eptos prdblemas condimen a la cons'i-
__

ileraci6A de las reglas de divisibilidad tiasadas en el numeral
que x:epresenta el. nnero.:

At

esi5uest.,is 11 Con:junto. de problem1as 10-1a; .páginas 247-248:

.1. Si.. 2 x A.= 24*
2...SI.' 3 x 8= 24

,

3 No. No hay'un en-tero q tat que -*q = 24.
4 g. 6 x-

5. No. No lily un entero q tal que 9 .q 24.

6.. .4o. No alay un entero q tal qup 13.q = 24:

7..SI. 12 .\ 2 = 24
8. SI. 24 x 1= 24
9. SI. 13 x 7 = 9.1

10. Si. 30 >' l7= 510
11. SI. 12 -x 17 =204

12. Si. 10 x 10,000 100,000

13. SI. 3 ,x 3367 = 10,101

14. SI. 6 ,<3367,-. 20:202

15. SI.% 12 x 3367 = 40,404

Los- eat.udiantes debertin observar que las- respuestas a los
problenias 14 y 15 se deducen directamente del problema
La foima de las xespuestas puede sugerir la manera en. que

avs

#
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la propiedad asociativa facilita el trabajo:

.a-b ab
(2a)b. 2ab
(11a)b ',tab

85:

51:

, 52:

5; 5.x 17 . 85

3; , 3 x 17 . 53.

2; 2 x 26 52 . x 13.. 52.

'29: .no factor&abie 1
,93 3 33. 93' tr''

421, 2 x 46 . 92 . x 23 . 92

37: ' no factorizabte
,

94.: 2 x 47 ftv

55: x 13.

61: no factorizilble

23: no factorfzable

-

17.

18.

.19.
20.

21.

'22.

23.

.
26.

27..

28.

29.

.30.

31.

32.

34.

35.

123: 8

57: 3;

65: 5;

122: 2;

68: 2;

95: *5;

129:, 3;

141: 3.

101:

3 x 43. . 123
3 x 19 . 57
5 x 13 . 65
2 7>C 61 12, 122-

,

2x3k68.
5 x 19 = 95

3 x k3 . 129,
3 x 47.. 143..

r

4 x 17 2. 68

no reotorizable

Esperamos que los pstudiantes sepan las reglas de divl-

sibilidad_pOrZ, 5 y 10, pero el,maestro debe eonvencerse de

que'efectiVamente todos log estudiantes las saben.. La

discusi6A siguierite tienelcomo fin,dar informaci6n a los

maestros; Esperamoa'que'elmaesttorp se limite a fijar las
.

reglas, sino que ayude al estudiante a descubrir por silmismo

:to& lo que sea posible.
,
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dualqu er entero puede representarse en la forma 10t+,u,

donde. t 'es. un entpro no neativo,y u lesLun dntero dtl
4

conjunto Z, -Por ejemp1o,

36 = 3(1Q) 6

178 = 17(10) + 8

15623 = 16623(10) + 7.

la Ntntaja de es.ta forma es que podemos aprtnder lat'reglas

de divisibilidad que pueden basarse en el dliimo,410.to del

numeral. Por ejemplo, 178 = 17(10) + 8. Dos es un factoi'de

10,y, par lo.tagto,:up factor de eualquiek mdltiplo,de

incluyendo 17(10). Con otras palabras, el 17 no impo'rta

mucho, puesto que 2 es un factor de 10. De este modo., que

sea o no 178.divisible por 2 depende solamente del dltimo

dfgito, 8. Como 2 es un fadtor de 8,'2 es un factor de .178.
,

Expresando con mgs gentralidad el anterior rAonamientof

'podemos decir que, como 2 es un factor de 10, 2.es un factor

de:10t. Asf, pues, 2 ei un factor de AOt + ur, si y sdlo si

2 eg un factor de u, el dltimo dIgito. Obsgrvese que:cuando

u = 0;'hacemos mso de la propieded de que kes.un fe4or de O.

De maneri angloga, puesto que 54.y 10 son factores de 10t,

cada uno es un factor,de 10t + u si y s6lo si cada und es un

factor Oe A. Por otra.parte, 3, 4, 7, 11 y 13 no son facto-

res de 10t pare cada t. De este =do; lasreglas de'divisi-

bilidad por estos-rnimeros no pueden basarse solamente en el

dltimo dfiito del numeral. ;.

Podemos extender este razonamiento a numerales eacritos en

cualqufar otra base de numeracitin. Tomemos la notacif6n

duodecimal, por ejemplo. Todo ndlero puede expresarse en la .

forma 12t + u, donde t es un'entero no negativo, y

'0 u ± 11. Cada uno de los ndmeros 2, 3, 4 y 6.es pn factor

1,
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de 12t; asi, las reglas de divisibilidad para estos ndmeros

,est4n basadas en el dltimo digito ael numeral. Esto es,

cualquier ndmero expresado como un numeral en base 12'es

divisib4 por 2, 3;4; 6, 6 12, si el dltimo digit° es

divisible por 2, 3, 4, 6 6 12, respectkvamenie.

Volvi4ndo a la notaci6n ih bas6A,O, examinemos los

dltimos,dos digitos de un numeral imakuiera. En general,

podyfamos eScribir.apalquier ndmero'en la forma (100)h + d,

donde h es.un entero no negativo, y d es un entero tal

que 0 d Cualquier ndmero que es un factor
.

seral un factor de 100h.. Por lo tanto, un ndmero que es un

f.acr de 100 ser4 un fact4r de (100)h + d, si y s6lo si es

un factor de d, los dos dltimo.s digitos. Puesto que la

factorizaci6n prima de 100 es 22-5
2

cualquier ndmero formado

a lo m4i de dos 2 y..dos 5 ser.4 un factar de 100. Tales

ntimeros son 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50 y 100. Pero 2,

20, ;50 se ensayans más f4cilmente ppr una aplicaci6n sencilla

o doble de las reglas del dltimo digito, lo cual nos deja

4 y 25. Asi, pues, un ndmero es divisible par 4 6 25, si y

.s6lo si el ndmero denotado par los dltimos dos digitos en su

notaci6rt decimal es divisible por 4 6 25.

Otra prueba' interesante estfi basada en la suma de los

digitos de un numeral. Sillos digitos de un numral decimal
a

de cuatro digitos s.on 'a, b, d, el pdmero es

1000a + MTh + 10c"+ d.:= 99.9a a + 99b + b + 9c + c +

= (999a +99 b + 9c) +(a + b+ c.+ d)

= (111a 4. lib + c)9,,+ (a + b + 9 + d)

Un numeral decimal con cualquier ndmero de digitos puedt

'tratarse de la misma anera.

16
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'Fuesto que, 3'-es un factor de'9, 3 es Unlactor de

(111a + llb + 0,9. -En ccosecuencia, es.ur(factor de,

(a + b + c d), es un factor del.ndmero.originaf(Teorema

ro-5b). Ademit, .0. 3112 es unlfactor de (a 4. p+ c +

entonees 3112 es un:factdr del.ndmero. original), coino puede

aemostrarse slipaniendo.que 3 es urr factor del ndmero or4.ginal

y utilizando'el teorpma 10-50 pare llegar a una c'.);14;r4'ccial.

Liegamos a. la conclusi6n;, pues, de. que. se. puede-elobar la

divisibilIdad p?re3,.dqterminado si 3 esun fa'otor 4e 1?

suma de los agitos del flumetal
.44

Observamos, incidentalmente, que hay upa regla ,parecida

para la divisibilidad por 9. Un'ndm6r,41s.div'dsible por.9)

si y sólo.si la suma de los dIgit9s de sd eral decimal es

divisible por 9.

En secciones posteriores, al desc66Poner enifatores

primos los_ ndmerosse obtieneft los lactores 2, 3, 5, 7,
,

em. ese orden. El estudiante Aeber4 conocer,

par lo tanto, las reglas de divisibilidad pare 2, 34y 5,

par lo menos. Las.reglas pare.4, 9 y 25 son también de .

eyudeen otros casos. No hay una regla pare .1a

divisibilidad por

"4.

Respuestas al Ccajunto de .uoblemas pggina-248-i49:

1. 'Los numeraies 28, 128, 228, 528, 3028.todds tienen 28

como dltimo par, de digitos. Cuatro'es un factor de 28

y de cada wit de loS otros ndmeros. Ninguno de los

'ndmerOs 6, 106, 306, 806:v8,2006 es di:Visible por cusatto.

Ninguno de los ndmeros ft, 118 6 5618 es divisible por

cuatro, pero ambos 72 y 572 son divisibles por 4> Lae
a

4
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regla es: ,Si el ndMero representado por los ltimos dos'

agitos del lpmeral as divisible par 4, entonces el

ndmero es divisible por 44.

bists_pumerales 27, 207, 2607, 772, 702 y 270 son varios

arreglos de los pumtmales 2, (1,:y 7.. Los nilmerop reprp-
,

sentadv por el16 son todos divisibles por,3. La sums

de 2 y'7 eb divisible pox 3.

Por otra p4te, 16,*106, 601, 61 y 1006 no son

divibsibles por 3. Ni tampoco es lft s111441e'l y t

divisible por.3. Los ndmeros 36, 306,,351, 315 y 513

soi diyisibles por 5, e igualmente.lo es la sumade'

"OD

3 y 6. Obtérvese que loi digitos I. y 5 ree4lazan al
4

digito 6 para sugerir que lo importante es la suma de los

egitos. Los nlmeros 5129 y 32122 no son divisgles-

par 3.

'La primera f se, (222 + 33 + 5) 9 es divisible

par 3, puesto que 3 es un factor .de 9. La segunda

frase, (2 + 3 4- 5 + 8), es la sums cle los digitos del

ndmero original. Si atabas frases son divisibles pox 3,

entormas su suma es divisible-pox 3. (Esto se muestra,

mAs tarde en el.tediema, 10-15b.) tpte ei'Ael.caso del

ndmero 2358.

Para cualquier,ndmero entero, la primera frase es

siempre divisible por 3, puesto que.siempre cdntiene un

factor de 9. Asf, a cuestión de la divisibilidad del

ndmero descansa en'14 diviSibilidad4ae la segunda frase.

.De aquf que la regl&-pueda expresarse:%-Si-la suma de los

digItos del.ndmerb es divisil?le par 3, el ndmero mismo

es diVisible por 3

a

A

4.
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'A
,

Un ndmeroadivisible por 9 es divisible
,

par 3, puesto que
i.

4

la presentia de un facfor 9 en un ntlmTroAsegura el
i , 11..

facto 3. Pbr,Aotro lado, le presericia de un fact9r 3

no implica ia,de un fact,or 9. Oemplo de un ndmero

que es divisible pox. 3 Tero no pft'9,,es 12 .

if it A
4, Nn ntImexo ee diviAble por is, si-a la vez es.

:

di44b1e por 2,lypor 3 un ntimero es divisible por.2

ypqx el'atimo d5gito .del 66eral'es par y lt

'dime de'los1.4,gilOs d nuMeral es -divisible por 1.

Ejemplo.: 456816 .. suma de los digitoses 27..

yeirit1A0te es divi'sible por 3.* gl dltimo dIgito, 6, es

par.' '14or lo tanto, 6 es un factor de 156816.

5. es un factor de 101,001. Se utilize le prueba

4 givisibilidad por'3.

5 no es un factor de 37,199. Se utilize la prueba
*

de divisibilidad por 3.

6 no es un factor de 151,821. Se utilize a prueba

de divisibilidad por 2.

1..(d) 15 es un factor de 91,215. 'Se utilizan las pruebas

de divisibilidad por 3 y por 5.

e) 12'es un 'factor dt 187,326,648.

prtiebas de divisibilidad por 3

?
0-2. Ndmeros, primos

.E1 objeto de la.discusidn que se desarrolla en la seccidn

10-2 es de largo alcanIce.. 1Jos estudiahtes a menudo reciben la

impresieSn de que x2 - 2-no puede factorizerse, a pesar de

qualm par de sus factores es (x -44'2)(x * 12). Tenemos,
t

por'tanto, que destacar' el conjunto de ndmeros sabre el*cual .

los ndmeros se factorizan. Si consideramos que x2 - 2 es

.

Se ,ytilizani Ass

y por

.19.
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t.

uniopolin9m1o.cujas variables tienen coeficientes enteros,

entonces..x2 - 2 qo'puede factorizarse en polfnomi6s de este

mismo tipo. Pero consideramos que las variables en los

ifactores. de x2 - 2 tienen coeficientes reales, entonces'

puede factorizarse-dent;o del' dominio de polinomios*.

de eite tipo. Por esta razdn queremos explicar detallada-
-.

.

mente'aag clase de factores necAitamos, n'oisolamente en ,

eite-capftulo,

En este ca

sino ed capitulosioosteriores.

deseamos que los factores de interds

positivos seen enteros i)ositivos. Si_admitimoi los enteros

negativos como factores, optenemos los opuestds de los

factores positivos. Esto afiade.poco a nuestro conodimiento

de faotores o sobre desdomponibilidad.-

3

ResplAestas al_Conjunto problemas 10-2a; pAginas 251-252:

1. La "respuesta" se da realmente en la pAgina 251. EX

* primer /Where tachado al consiaerar todos los n1me'r'os6

que admiten n coma factor comdn .es-n
2 Mmese 5, por

Los mdltiplos de 5 son 2-5, 3.5, 4-5, 5-5,

6-5,

Los matiplos 2-5 y 4.5 ya estgn tachadowporqua &

cada*uno tiene a 2 como factor kopio. 'El mattplp 3-5

ya estil.tachado, porque tiene a 3 como factor.propio.

Asf, el primer md1til3lo de 5 a tachar es 5.5'15 52

Para explicar por qug no hay ndmeros menores que o

iguales a 100 a tachir cuando se.consideran los mditiplos

.de 11, hAgase una lista de los mdltiplos de 11, ast:

2.11, 3.11, 4.11, 5-11, 6.11, 7.11, 8.11, 9.11, 10.11, 4

.11112 Entonces repftasp.de nuevo el progeso de

tachar pars mostrar que el primer mdmero a tachar tendrfa

que,ser 11-11.

s.

011
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4

En el pr6ximo párrafo se da un razonamiento general por.

si hubiere algunos Etlumnos que deseefi estudiarlo.

Vemos en la cribk que ei primer ndmero tachado por.ser
,

an imIltiplo del primo sp, es p2. Si un entero positivo

-menor que p2 no es primo, debe tener un factor primo menor

que p; de modo que, ya habri sido tachado. Asi, pues, por

ejemplo, el primer ndmero !chado por tenet. a 11,como

faetor seria 121'; cualquier ndmero menor que 121 que no es

primo-aebe tener a 2, 3, 5 6 7 como factor. .Pisia vet esto,

sea n entero positivo menor que,p2 y que no'sea primo,

(esto es, con-factdres propios). En simbolos,

n p2

donde amb a z b 'son faqtos propi.os de n. Pero

entoncet

ab < p
2

.

Si fuera cierto que ambos
*

a
F.

y b2p,

entonces, ab.ity2, lo cual es una contradiccidn

al
t-

menos unoode los factores propios az b de

ser menor4 que p. Pero entonces el menor de los

Por tanto,

n debe
fp

factores

=primos de n es tambign menor que p, y deberg haber 'tido

utilizado para*tachar n en la cribs.

Puesto que el conjunto de los enteros positivos es infi-
-

nito, no Irdemos hallar todos los ndmeros primos mediante la

cribs de'Erat6stenes. Es posible, sin embargo,'determinar

mediante este metodo, toc6 1.00$ ndmeros primos menores que
,(

un entero positivoliado. Ellalmtro primo que sigue

es 101.

a

s* I

ar,
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Respuestas al -..Conjunto, de problemas 10-2b;p4gina.-152 : .

1. El mayor.de_los ndmeroskimos menores que 100 es 971

Ei mayor de los ndmeios.primos menor&s que. 200 as 199.

1E1 mayor de los ndmeros primos menores que 300 es 293.

El mayor de lbs:factores proplos primos de-ndm6rps

menores que' 100 es 47.

, El mayor de loi factores propios primos de ndmeros

..itnenores,que 200es 97. N.

El iiayor de los factores propios.primos de ndmeros

.menores que 300 es 149.,

3. El ndmero may?r que se necesita pare tadhar los ndmeros

no primos menores que 200 es 13. .

'1.

El ndmero mayor que se necesita para tachar los Ildme os.

no primos menores que 300 es 17.

4/

10-3. Descomposici6n en'factores2sima #

En este sección, estudiamos la descompotici6n de enteros

1
en'factores primos. Es esenci Tie el estudiante airenda a

determiner los factores .primos e*un encero cualquierapar-
,

que utilizamos esta idea pata reducir fracciones, hallar el
, .

minimo comdn genolinador de fracciones, y simplificar radi-

dales. La criba'de Erat6stenes proporcioqa un buen m4todo
. .

para'obtener factores primos.

4' Se hace menci6n de ndmeros primos y.de factorizaci6n

dnica en Studies in Mathematics, Vol. III,.piginas 4.3 - 4.5.

Espe.amos que et Conjunto de 'problemas 10-3a se trate en

clase. t.,

9,2
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Respuestas j Conjunto de Eroblemas 10-3a; pAgitia 25f:

1. 84:' 2, i 42; 2-0 *v. 211.- 3 4. 7; -7 es prin;o.

-84 *. 2 x 2 x 3 x

16 * 8
16: 2, -T 8; 2, 4; .2,

16 2 x 2 x 2 x 2

37 es prima.

48 = 2 x 2 x' 2 x 2 x 3
50= 2 x 5 x 5.

18 2 x 3-x 3

96 =, 2 x 2 x 2 x'Tx.2" x
99 = 3 X 3 x

78 = 2 x 34if.. 13

47 esprima.

12 = 2 x 2 x 3

(a) 28

(b) 30

4.

(0) 77 (e) 49

Id) 54 (11. 36

,PAgirla 254. Los.ejercicios 10-313 tiene como fin la prActica

sobre las' descomposiciones primas de enterot. Si el estu7,

diante puede expresar diias sin usar el mdtodo aqt.11 desarro-
.

llado, tanto mejor. tic) hay ninguna r45n particulik para

que Ak_a empezar con el primo mAs pequeto luego utilizar
4

-0

sucesivamente primos mayores, pero tel procedimieitto es

sistemAticol.- Se deberAn poner. de manifiesto. las 'ventajas

del nidtodo, pero el maestro no deberA insistir en su uso.
1 ,

ASi los estudiantes eptplean exponentes pare expresaf sus

respuestas, tanto meljor; pero si a los estudiantes no- se

les ocurr.tm, el maestro deberA evitarlos por ahora. Las

expresiones largas obeenidas justificarAn el uso de expO-

nentes en una secci6n ulterior. .

4r Suponiendo.que pricticamente todos lbs estudiantes

aplicarAn el procedimiento sistemAtico a la factorizacidn

prima, hay que cercicrarse de lo siguiente:



1. l, estu4ante deberii usar las reglas d
pot 2, 3 y 5 al menos.
El estudiFite deberil saber cuándo puede detenerse.
Ejemplor 202 -2 1+0+1 no es divisible poi 3.

101 101 101 'no es divipible por 5.
101 . .-

7 7

De,pués de trafar de dividir por 7, se ,).g terminado, puesto
que 101 es menor que 121, siendo esteadmo talmero el
primer Atiltiplo de 11 que no está ya tachado.'

Respuestas al. do.niunto,At problemas 10-3b;pgginas 255-256:

325

1. El menor factor primo de 115 es 5., puesto que 115 no es
par 'y 1 + 1 + 5 no es ilivisible pet 3.

135: impar; 1 + 3 + 5 9; 3 es el menor de los factores
primos.

321: impar;. 3 + 2 + 1 6 3 es el menor de los factores

primos.
484: 2 es el menor de los factores-primos, puesto que 2

es un factor de .4.
539: impar; 5 + 3 + 9 no es divisible por 3 ef dltimo

digito no es ni 5 ni 0;

539 = 77; por lo tanto, es divisiblepor 7.

7 fallan; 11 es un factor de 143.143: /

2. .98
49

2
7

98 = 2x7x7 4.32
216.

2
2

432 = 2x2xx2x3x3x3

7 7 108 2

1111.

327
9. 3
3 3



258 2 5)po es utvfactor, puesto que el dIgito (14.1as

i

.unidades no es ni 5 III 0:'

129 3 ..:.3"----- '- f

43 43 No necehitamos tratar el 7 puesto que
1 2

7 49. 258 2x3x43.

625 . 5X5x5x5

180.4. 2k2i0x3;'<5

1024 . 2x24x2X2X2x2x2x2X2

a78 .,2x3x3x3xT

IP

729r.. 3x3x3x3x3X3 -

Evitese el uso de exponentes a memos que los estu-
.

diantes los pidan o los exijan. Utiliiaremos el deseo

de abreviar la escritura de factores como justificacidn

para user exponentes et una seccie.in-ulterior.

825 = 3x5x5x11

576 - 2x2x2x2x2x2x3x3

1098 = 2x3x3x61

Despugs de dividir por los 3, se rechaza el 5 por

la regla de divisibilidad, y el '7 ensayando directa-

mente. Entonces 61 es prima, porque 61.< 121, que es

el primer ndmero con el cual se ensaya el 11.- .

3375 = 3x3x1dx5x5

3740 2x2x5x11x17

1311 3x19x23 (Puesto que 437 estA cerca.de (20)2
c

debemos tratar todos los primos haste 19 inclusive.)

5922 = w2x3x3x7x4r
100f mi. 2x2x2x2x3x3x7

5005 5x7xlix13

444 2x2x3x37

\ 5159 7X11x67; 67 debe ser primo, puesto que hemos

eliMinado todos los factores primos menotet que 11, y

6T< 121.

1455 P. 3x5x97; 7 fella y 97 .< 121.

2324 2x2x7x83; 7 fella y 83.-4121.

JP.



La demosirblidn dl:este teorema de'la "factorizacidn'

dnica" sobrepasa el nivel'de lo que los es udiarites,

pueden actualmente'entender. .Una-ayuda ra conVericer
4 * *

S1 estudianie quizásrfuera-empezar,cdh up ndmero como

-72, y descomponp4o Tan fact tde variit-maper4sr.
,

24 x 3, 9 2.x' $ 6 x 11--..y-entonces
. . . ,

corinuat la factorizucicin de 2.4.x,3 y 9 x 8 y 6 x*12,

haste clue sap :quel:Wran factor.eslimiraop. Se dbtendrfila
.

. i*. t*

.
.

.
la mismos'twes facyores. 2:y dos w:- ores-3, ,p,9 imports

N.- .

.
,%, 1

Omo 'se haga s(no iiempre en eld-mismo ordep, desde luego,i' .

pero las propigdades asociativa y conmutatiya nos per-
. . .

mirten pone4os en, ctillquier orden). 'El hecho es qUe
4 .-.

. 72 s90"compone" de tresfactores 2 y dos factores 3, y.
,

.esta estructura persiste de cualquier'modo Awe se
.. ,

.

empiece y proceda en la factorizacidn de 72. Si sop

interesa, una demostraciOn formal de le %iropiedad de

.

factorizacian dnica de los enterot positivos se puede en1
.

contrar en el libro di Couiant & Robbins, What is '.

Mathematics,'Oxford, 1941, gggina 23.

.sumaz resta -de fracciones

Queremos aplicar la factorizacidn^prima de enteros al

problema de hailer el-minimo comdn,mdltiplo 4e los denomi-

nadores. No deseamos, sin embargo, adhesicin ciega al mAtodo

desarrolla4o, pero st deseamos dar.al estudianteAbwmanera

sistimktica.de abordar e1 problema. Por ejemplo, si al*
1 1'estudiante se le pidiera que sumara las frac4ontes

el minima comdn denominador puede determinarse r4pidamente

por inspeccidn, y el et"tudiante debe hacerlo en este forma.

S.
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1 1

Pero si al eStudiante,se le 'Ade que sum4* +
'

,puecie
57 95

2- no serffc1144'terminar..por'inApecciAn el minim

-donmAina4or!- pntonces, Tor descompOsici6nTen factores.

'4

.prImos se obtiene

5*19,

y el minimo comdn denoMinador'es 5.3.19..

Es'utia buena tgcnica, aqui y en ulteribres cuestiones

sobre\Factorizaci6n,, de.lar las eipresiones en forma factori?

zada.fanto came sea posibleT pc>rque los factores indican la

estru4,01ra dt,la expresi6n, la cuel se olvi'da alsno hacerlo

JI est. En el ejempld anterior, una vez que las fracciones

tiLen un denom1nador comdn,'los numéradores, por supuesto,

fueron multiPlAados yscombinfidos; pero, como 0) v16, fue

ventajoso dejir el denominador en forma factorizada hasta

el ftnal. Entonces sabemos-que no se puede simplificar la

fracciaa a menos que el tiumerador tenga como factor a unO de'

los faCtores del denominador.

Respuestas al Corilunto de problemas 10-4; pAginas 258-259:

1. ( a)' + ft:+4 =453

(b) 3147 Ai 31:14 2. .7

. (c) 42- -4=1 g4.13

(a)
7.,71

1 13 4 .23 31
**2.2.-3'17 + 2.13 7:1 2;1 156

.?

741-3-4
3 1 3 3 5 18 6

171-7 IR 5.rtil F17.3 3.5.17
.

N6tes4 que despuesque se hansmado los numera-
.. J .

bices, s6lo se necedita corapr\obar 18-, peril la divis -

bilidad por.3, 5:--y 17.

.10.
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(j)

(k)

) 20 -20 7 -100 - 21 121
-37 1;15 .5.19 = -1:371-9

Nótese qui 121 = 11
2
y 11 no'es un factor del:

.dengninadOr, asf que 14 fracci6n no puede ser redu-*

cida-

329

3
7

3
7,13

8
15

La frAccidn 5± puede ser reducida sole-
3 *7

mente si 3, 7 6 13 Son factores de 56

.8- + 777?;4a77
4,3x

1 .3 2 1 3' 2 30 4: 27 - 8
.1r5 2.2-5 5.3-.3 22335

3k 2k k 3k 1 2k k
TS 7"'M 3 - ..275 - 2.2.7

84k + 20k - 5k (99 no es divisible pOr 2, 5,
= -2.24.2.597 d 7.)

3a
+

945a + 147a - 3.25a (967 no es divisible por
3, 5116 7.)

805x - 6
840 .,

8 , 13 8 13 64
TS' 17 * 173 .2.2-2-3 2.2-2.3.5 <

3 11 12 11.
it < -gir .67 <*67, ?also ..(lio necesario factorizaraqui) .
14 6 477 ... a 2' 214 6
Tg. < 7 1717 < 3.3-3 3-3 '

Cierto.

1
7
1 - 1 3 2 1

1 1.7 < , porquet 7>6
b > 0,entonces .)

a > b ,

3

.> 0

9
Palso



(D) 4
3.3.3.5

3

porque

(0)

}
sf,

S. 4
a

(Si a > b, y a > 0; y
.13 12 li-t

). -5. b >
0
,entdrices li < s).

6 > XPIFopiedad transitiva,
de la ordenación)

.
.

2.3 3.

' 2,2.2

3.3 3
3.2.2,2 ' 2.2.2

(d)

6
Pot. tanto, T6

i 5 26
+ '6

U. '1
Tff

En -ccniecuencia + 3.3) < (14,-

No hay enfoque algebraico. Lo'que.deseamos es tin

ndmero que tenga el factor propio ms grande posible.

Por:inspecci6n, deciditpos 4ue 2 x 47 94 ir'ervirl,porque

ei mayor primo pr6xtmo es 53, y 2'x 53.es demasAado

grande. Asi, Juan y Roberto pudieron pedir.94 + 47 141

centavos.

97 mAs su mayor .factor primo 97, es 144 centavos.

1 1
200;pourlo tant0,200 +/-f de cualquier cant,i.dad es

mejor.
1200 + (700)

200 +

200 + 00

Por consiguiente, $200 + de las yentas es mejor.
12 ,



A

1000
,200 +

1000

200 -it 10, 200 +.440.

200 + 12r < 200 1600

En consecuencia ) 4e las yentas es mejor.3

Si sus.veptas ascienden a. s daares, entonces

200 +

21100 + 8 =I 413
2400 = 'as
8DO 8

Sus yentas d0ben ser$809.
*

10-5. Algunas 2ropiedades de los factores

En esta seccion,se presenta otra aplicaci6n de la .

descomposicitIn de enteros en factores primos. Determinense

dos factores de.72 con la propiedad de que su sluma sea 22.

Esto puede parecer al estudiante un simple juego, pero cori

ello tenemos un propósiko serio. '1Este es el tipo de

reflexi6n que se hace ol.sfactorizar el polinomio cuadrAtico

331

2 hX .42x. +

.enteros-en

72. No sitlamente serA dtil,la deicomposición de

factores primos luego al factorizar polinomios 2

sino que también nos darA la pauti para desarroll,ar las pro-
, .

piedades de los polinomios. El estudiante verA quecuales-

quieraque sean las propiedades que descubxt para los

enteroq,'anAlogas propiedades pars loi polinomioi se descu-
,

brirla en el Capftulo 12.

Hay dos teoremas en los cuales basamos un estudio siste-

oitico de la divisibilidad de enteros. Estos teoremas son :

10-5c. Para enteros positivos a, b c, si a es un

Aictor,de b, ,a no es up factor de (b+c)

entonces a no es un factor de c.

a

A
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.10-5d. Para enterps positivos a, 13'2 c, si a es un

factor de b, 2 a es un factor de (b+ ) entonces
f

a es un'factor de c. .

El, teorema 10-5a se introduce para dar al estudiante la

idea de demostrar teoremas sobre fact6res. El teorema 10-5b

es la getieralizaci6n del teorema 10-5a, y se necesita en la

demostraci6n 'del teorema 10L5c. Las pruebas de los teoremai

10-5b y 10-5d se dejan "omo ej'ercicios, as/ quese encuentran

en las Respuestas al gonjunto de problemas 10-5, ejercicios

4
7 y 8.

Apliquemos los teoremas 10-5c y 10-5d al problema dp

encontrar dos factores de 72 cuya suma sea 22. La factori-

zación prima de 72 es 2x2x2x3x3. Si b c representan fac-

tores de 72, observamos que b c deben teer una factori-

zaci6n prima compuesta de factores. 2 y factores 3.% La

pregunta es: "zDebergn entrar todoe los 2 en b, o debertin

repartirse entre, b c?" El teorema 10-5d contesta esta

pregunta. Dice: "Si 2 e un factor de b, y 2 es lin Actor

de (b+c), eirtoncesi2 es un factor de c". Aqui la clave es la

suma, 22. Puesto qtie 2 es un factor de 22,. los .factores

deben repartirse. El teorema 10-5c nos dice que no siendo

3 un factor de 22, 3 no es. un factor de c (6 b). Es'co es,

los factores 3 no est& repartidos, y deben entrar todos en

un factor. Por lo tanto, tenemos las siguientes posibili-

dades: k

2 x 2,

2 x 2 x 3 x 3

2 x 3 3

, 2.

Pero ,2 x 2. x 3 x 3.es yaumayor que 22; luego, eita posibili-

dad estg eliminada. Si el problema tiene una solucit5n,*los
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factores requeridos deben, ser 2 x,2 y 2 x 3 x 3. Estos'aon
,

los factores 4 y 18, y su suma

Algunos maestros encuentran Atli el uso de un esquema *

tal camo el siguiente para ayudar a.los 4stUdiantes a visuali-
.

zar los factares que entran y los lugares hue deben ocupar:

72 = 2x2x2x3x3

Los factores de 72 que ten,emos a la vipta deben distribuirs'e
)

en los dos espacios vaclos para obtener un enunciado cierto.

El
A

1

tratar de poner todos los factores 3 en un espacio y

reparttr los factores 2 en los doisespacios ayuda a decidir

la manera de bacer la distribuci6n.

Itespuestas al Conjunto de 2roblema4 10-5, páginas 262-264:

1. 12 = 2x2x3

(2x3) + (2), = 8. Los factores 2 se reparten, para una

suma par, por el teorema 10-5d.;

Los ndmeros son 16 y 2.

(2x2) + (3) = 7 j 7

,Los factores 2 antran untos, para

(2x2x3) + (1) = 13 una suma impar, por el teerema 10-5c.

Los ndmeros son 4 y 3, 6 12 y 1.

. 36,= 2x2x3x3

(3x2x2)-+ (3) = 15
t..

.

Los factores 3 se-reparten, en virtud
),

divisibilidad Ror 3, por el téorema -5d.

Los factoyes 2 entran juntos, en virtud de la,no,
3.

divisibilidad porv2, por er teorema-kp-5c.

Los ndmeros son 12 y 3.

32
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(2x3x3) +, (2) is 20

Los factoreS '2 se repartea, en virtud de la

dlvisibilidad por 24 or el teorema 10.:5d*.

Los factores entran juntos,

ao. divi.sibiadad por 3), ii;r

'Los ndmeros son 18 y 2.

(2X2) (3x3) = 13

Los factores '2 entran juntos,

divisibilidad por 2, por el
.1

I

Los factores entran jui4tos4

cllvisibilidaci
'

poi,3, par 4.3.

Lbs admeros son 4 y 9.

150 = 2x3x5x5

3
(a) Con un factor 2 es imposible obtener una .suma par.

(b) (5X3) +*(5x2) .= 25

--(5x3x2) .(5) is- 35

Los ameros son 15 y ,104 6 30 y, 5

en.viktud de la

el teorema 10,5c.

debido a la jp.o,

teoiema 10-5c.

debfdo a lt; no

teprema 10-5c.

(c)
(5x5X2x3) . 151'

(t).(5x?) + .(3),s. 53

(5x5X3).+ (2) = 77

,(5X5) (3x2) 33.

Los ndmeros son 150 y 1, 50 y 3, -7

18 = 2x3x3

'(3x2) + 3 '= 9

'Los ndmeros son 6 y 3

(3x3) +: 2 =

ndMeros son 9 y 2.

33
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288. pc2x2x2s2x3x3
(3x34).-1- (2x2x2X2) 7 18 1-46'm

972 2x2x33x3x3x3
(2?(2) (1K 3x3x3)a. 243 A7

(1) 216 = 2;(2x2x 3

(2X2X2K3X3X3) 1 = 216 = 217

(0) 330 = 2x3x5x11
) (3x5) 4.;(2>$11). 22.. 37

(e) 500 = 2x2x5)t5(5'
tix5x5>ttei5) att 252

Como:esto es el dnico arreilo posible que da
una suma par que no es un miLtiplo de. 5, y 'siendo
252 i& 62, el prOblema no .tiene .soluci6n.

(f) 270 2x3x3x3x5
(3x3) (2x3x5) = 9 + 30= 39

Si'e1 perlmetro de un rectAngulo es 613'pies entonces la
tirr'

suma del largo y el ancho es 34 pips. El'producto del
A .N

largo poi el anclio es 225 pies cuadrados. Ass; puets,
necesitamos dos factores de 225 cliya suii Sea 14.
225 = 3x3x5x5

(3x3) +:(5x5) = 9 +.25 =
El largo del terreno es 25 pies; el aricho es 9 pies.

Si a, b z c son enteros positivos., a, es un factor de b,
.1. a eSA'un factory de c,.entonces a es on factor de

Demostraci6n: b + c ap + aq, donde p q ..son entersos,
por definici6n de factor.

a(p + q), .por la proRiedad distri-,

Puesto que p + q es uri entero, a 'es un factor de (b + c)

3
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x.c2 .F

Pete enter4 potivös aes'un factor de
b, / a es un factor de lai'At.t.-20'elatoncesvf?a !,4,0 un'

facto; de.'L E. ( !'
_

Demostracidn: a'p ;:::51Q110,

.factor de

4

(131:t):tx.. i
491y-4 es:twlentero, por-

que a es tin factor de b.

Por 101 panto, a.p= a.q +
; xi,: A:s;

ap c Prppiedad aditiva de la..igualdad
72,1 Wr4,

. a p -Propiedad. distributive
2, 4.; lhr! 4n1.1

Puesto ve el conjunto de los enterop.tienfeLa.k..propedad
,trt ,t

de4clausura reipecto 'de La sumay

(p + (-q)) es un entero.

Por..lo tento,, 'tin factoe'de' a.

,f!1?.9.1.09r4meel.0751)13:.pti9std- y ,!es-ufactox de-

2
./E.tintp. ,3y.; a X: ap fector.de.3y +,y ..tampten se

,pud9;,#abar.,149, a pTflpiedasl .d..iqcnibu;iya:pera,. des tacar

y.. cpmo fastor.. .

10. Por-el teorema 10-5d, si 3 ei un factor de 6, y, 3 es un
\ factor 4 6--+ 4x, entonces 3 es un factor de 4x. 3

..* :

. es 'un factor de 4x para' cualquier valor. de x que sea

un niditiplo de 3.

'Si .es el ndmerosda .aceriez-de'fiendai; ?,

: .y f'es-;e1 niimero de ieceras' de ..6alaas.i-entontes,1;,,

50x + 150y es el'ndmero de. entavos gtenedosi

-Puesto q4e- 3 ,es. un factor de 150y; /: deseamos qua 3 sea

faCtor, de-50k + 150y, ento,nces 3 debe ser un

factor de50x,por el teorema 10-5b. Esto seri

cierto si x es un uniltiplo de 3.

1 SOx 15.6y"ft 50* (x 5y.
+7,

Puestct que 2 divide a 50 y .4.debe dividir a la expre-

sidn. 50 (X + 3y), tenemos que escoger valores pares de

31/45
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'111

' de ,c,, exi sten

43 .444.

,

4`Ail7t :It
X.51'' 3i7"'debe 'ietr, Par, puesto

ilt,32SZv
t t.

que La suma ne.lotas nUmeros pares es par. Esto es cierta
cuando .y iS'Itapar, entonces ,3y debe

fl-tsAr:timl5att;1 pt*EistObtitie:qa(SUniar* impars es
par. 3y es impar cuando y estthtpa1 :=1-iPor lo tanto,
si los ni.nos acept% up.(9.4pftv)par de etnpleos.de tiendas,

,tierten Aue acvtar .14,n ntImera par de ,empleas do casas.
1. CI '74 a tt t.4 't 134. ;14

'Si veptan un, ntimero impar de erapleos de tiendis;,tienen
a r

que aceptar in ndmera impar' de empleas de,s.asas.
,41;

12. Este conjunto de preguntas, tiene la intencAn de dar ms
.0G LID

.sigtnificacidn -a las Xeorkema,s, en el *01mA, 13,,,.guiando
T F,4 tri '1,4 3. .t Vt r

estudiante en la contideracidn de algunps csas
11;.! 1,.).1-0 ;1,1 v,.))'

-plirtrculaies. n parte (h)', aunque 3 e's un factor

4337

de 135, este data no "se dedlice" de la inkormaci6n dada.

(d) SI

ta
fc..

h)

Sf

SI

No

-

un factor

f.. Iml-b bm c 7' 4 .1>

Multipli,canda los iniembras çIe 1a-primeia igualdad 4
port:ml, tenemoS

.(an)rn = bm,
. . .1- ..

y teniendo eriièna1asegundiáidad : resulta

a, .(an)m =.c.
.t... -'

Par ia propiedad asociativa de la multip1icaci64,
a(nm) = c.

:-
De este :pada, pUesto que Apt ei un entero, por

4propiedad de eltusurta; n a es un -factor de c.

36
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Puesto que ,a es 'un factor de 1:14. C es. mi. -factor

'de d, existen enteros n z m tales que

an = b..z am = d.

?or tanto (an)(cm) ,J'(bd) son nombres para el

mismo producto:

' a

(an)(cm) = bd

ac(nm) = bd, por las propiedades aso-

ciativa y conmutativa.

puesto que nm es un entero$ ac -es un factor

4e b4
(c) es un caso especial de (b).

(d) S41 a es un factor de-b,, ekiste,un entero n tal

que

Entonces

producto.

Esto.es,

De este mod°,

propiedad de

14. (a) Teorema.(c)

(b) Teoreme (a)

(c) Teorema (c)

an

z b2 son nomb es pare el mismO

a2n2 132

-puesto que' 312 eun,entero, por Ia
clusurt, a2 es Uns.factor de b2'.

-(d) leorema '(c)

(e) Teorema (c)

(f) Teorema'(b)

, 10-6. Introducci6n de los-expalslOi!mk

T-N-.
*" Si los estudiantes no han praguntado, ya por una manera

mAs corta de-escribir.2x2x2x2x2Ax3, introdupimos ahora

la notaci6n exponencial. En la.definición de
, ,

n =axaxax xa'
n faCtores

"'"'"
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téngase la precaucidn de decir, "a tomada coma factor n

veces," y no "a.multiplioada por4s1 misma n ,veces". Consi-
,

,Adrese el significado de cada una de estas frases: *Dos

- tornado como factor 3 veces significa 2-2-2, o sea8. Dos

multllicado por sI mismo 3 veces significa

2-2 .. 4, - 2 multiplicado fi4or 2 una vez,

4.2 . 8, ''multiplicadd por 2 'dos' veces,

8-2 16, multiplicado i)or 2 tres veces, o- sea,

4 '

,2 ,

Evidentemente) decir "multiplicado por a/ mismo" puede

producir confusi6n.
'

uestas al Coniunto cia problemas 10-6a; paiOna 266

25 pulgadas Cuadradas.-

Las palabras "cuadrado" y "cubo" se originaron con ,e1

uso 'de estas operaciones para obtener: respectivamente las

Areas .de cuadraaos y-los voldmenes de cubos

64 = 26; 60 22*3*5; 80 24.5; 48 24.3; 128 . 7;

81 = 341 . 72;41 es in-j4wD:32 . 25; 15 3.'5i- 27 m 33

432 = 24'3

686

29 es primo; 56 4 23.7;96 . 25.3;243 35;

512 29 576 . 26.32- 625 . 54- 768 . '28.

n debe ser'un entero positivo; a puede ser cualquier

ntiniero real.

*4. Hemos utilizado este ejemplo.antes, con notaci6n dife

rente, en el Capitulo 3, pare mostrar una operaci6n no

conmutativa. No is clerto, en general, que a . ba.

Despuds que los estudiantes se hayan dado cuentit-de esto,

serla .diVertido pedirles que busquen dos enteros positivos

3 8
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.1i ..4 ''st' 1;.'..44Kt,':ti i:t.i.

:..
sigua4s, a dyr., p#ra los, cpSys .s efe9tpaikeAtte

,

. cif.x.cf1-# .4?-01.9.,slocwi-A9!. grg ..,9SR-q20;!-,s.N.-0.i.4ay::*.c..xal- .

tt ,Rafo ?r 21),',...4i):.134:9.,14. 4#4p(*tc4.914i 4.4psx4:1
trasciendg4 Merkt,e9vurgeN,. )

bLa, opeFacidn s,gfa, aso4,44va si <a)C fuera,,Vt a al V V

(b ) Est,qdeuevçne cierto 'en-'general, como
4,

4..losademostrar4 umsejemp.lo

z

t
dnica pre0.edad que se mantiene v41ida para

expoil'enus. eS

respecto della multiplicaci6n; estt';4,4ii
(ab)fi ligt:Atitnie.prtoCailarnok..dv.I.eztaattimino-
logia , par ticularmente en vista.del.que,,nuxica.lhemos,
teadp:.cuidado- en Alataar a ley distributiva Ihabitdal,

4tat404tAgg,de,la,Pultip1icaqi6n,respecto,de la

suma ,Unadi4ioulted_luel'iktienen.Jps estudiantes con

exponentes es que a menudo suponeia una ley ficticia que
--disteibny'e la exionericiaci6n respeato de la sizma; no es

.- 2.t1
'cVerto ;:lue b) Iiimpoco 'es cierto que

I'D ic -be ,, ; ,:., --; , -.,

ii resnfiada general i..

-ear': am + n
'puede' cOnsidel.arse'Cosio'iliia'donSecilenait aiiectti de la
definici6n de exponentes, Puesto queideCidimo'i''abreviar

,

a-41'.'a .,..--!..s.'-(p 'factdtes)

-con .aP, pademos insert,sir'par4nieSiS 'arbitrariaMente
(par la' prOPiedad para.z* .,;, ; z tZ

4escribir

tactores n factores
4'

(a-a a) ' (a.a ...a) p factores.

111



uego, p ia + y ab4sq,*tamoa4.eato.,1,con'

n p m + sn

Rluestas al Conjuntp de,zrol_ 10-6b; p.lginas 267-268:

: ;

to

..).4e41.0q`00.

(i) 3

'41 ) 3/44'23:

7. 5.- 3(4) 3

(e) '24x4
3 3 5

-(r) gra4 (14

(g) 29a1° *

tel

.2. 8 2rza

5
3

1?5 It.

....33-) 'PI)
cl:Trto...

2. diviae a qs...2.:,tlivici.lit g,23s.por

,1A

8'
tanto,2 debe dividir a

3*, 4por'i7e.3. teorem;;;i0L5q. Faso

Faso 233 = 63
.3 .3

Yalso 23

)

,12,(1 ::4:11);

E440I W.:)S'

* Clertq Far la propiedad distributiva, 23 + 23 ;23(1 +

9. + 33 33(1 + 1) Prop.i.e4ad distributiva3

33.2

II
1 -'Trnoitedad-disti

a -

'4.

T.

imtiva
i r.

Faaso

-.1c1 Ciertcsprriapropiqdiddistributiva.,1 33

3 4
(

40
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11. 4;1So; 43-4- 43,+ 43 =:4 ( 1) 4

Cierto; 4:tor la-uppleaadl,istributiva;.

43(1 + 1 + 44..

Los problemas-7742, ilugtran un.resultado,general,

concerniete-aslas:potencias de enteroS, a saber,:

n 1
aua a-. Los estudiantes,posiblemente podrfin

.descilbrO eito por smismos cuando-noteil que

43

43 + 43A-43 + 43 =

13. ta;.e-(2- 2 + 2) = 2'1(2 + 1) = 24.3

(b) x2(.2x, + x2)- = 2x5 + xj1.

(c) 2x3(2x2 kx3) Itx5 8x6
(d) _3;t11(.A13 33a2) 3

a7 + 348.6

(se) (q.2-4,2a3)(a a2) (a2.+ .2a3)it+ (a2 32a )(-a
a 3-= a + 2a a1. 2a5

Otrasproliiedades de los exponentes

Necesitamos demostrar,Ia posibilida4 de generalizer las

reglas pal* simplificar fracaones que contiene4 potenciits,

pero no es preciso haer pincapid en ellas. S.& debe esti-

mular al estudiante a pensar sobre la base de 'la defiaci6n.

Por ejemplo:-

El estudiante delierra razonar: "Hay un _factor x en el

-numerador y dos en el Oenaminador; esto esblo mismo que un

solo factoe'x' -en el deiominador,. porque 3E= 1. Hay tres

)
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. factores' y 'en.el numeradpr y dos4n el denominador; esti) ';'s
...

.

, lo'mi$mo que un, factor. y, en el num Aerador puesto.que'
. . N

2:
.X.....:= 1. Evftese el-uSo de la-.palibra "cancelar° 'perO na'sez
Y .

.

, ,

trate como una "palabgaLimpropia" si procede de un estu-

diante. Stmplemente.exijase del estudiante que explique'sus

uio de tAl pai.abrfi mediante la propfedad 1; (a 0 0).
a

1

Respuestas al Conjunto de problems 10-7a; pziginas'270-271:"

(e) 24 . 161. (a) 2'

(b)

(01.
.(d) (2)3 8

2. (a) a2

4
(Et) 24-

(a) 2.341

2a

(a) .776

3
8. . Filso.. 1!

9. Falso.
216 0

10. Cierto. Ts

43.33
Cierto;

12.
to 113 3.1

,Cierto.v-';"
3- 3

(r)
.2J .

N(g).

(h)

(a) 1 (d)

(b) .3b2 (c) 1 (d)

-4
(b.); a6b6c5 (c) a2b3c b3

o
4

co 54:
25x

(b) 6b.

673
.(3). 17x4a6 a

IS
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-..
/3. El l'erprioco de cero no es un namer6.

nu Pp_.)11k171 Q;

.P42inas 271-272. Neeesitamos ekponentes Aegativos inks ade-

lante para scrI4ir numerales en forma habitual.' .Estudiando

:part.9: 1.,,zquIse0de.,4 ta:(4,a y llenanstg lapa.dcba

,, m t c- e
mediAnte apticadidn-fcirmal de a 'C'eemOs que los

L
estudiantes pueden contestar preguntas acerca de a' a y

-2 , 410% ;,;t4tendgree tiqq? 2nst25.44.Del.ii!s4414.4.2-

hasta ahpra; pero,,si, defirplaos 20 comO nombre dselogsmn.

T

ntiztero 1, y si definimo 2 como nombre del mismo.i.nOmero

0 -2
entonces 2 ,2-, Wenen

slmbolos anteriormentp .4gf1.4dos.
,

, pare:: a 0 0 J.
a

.)1 m

ces la dTtpa regla necesaria p4r4 la división es
.1 anr.

Si los dstaaantep enegentran quo nuestras razoneg no son

convincentes para definlx losexponentes negativos y cero en

la fo'rma clue b hicimos ptcIase1es que complete la( .tlabls:.

,

a0 .4,1 ,4

sentido en tétlinm de

Asf; si

p enhrero posiOsoo)enton-

-siguiente:

4
-3. O. 1 2'

2 16

/13

Si-



.1
Respuestos al. Covito 'de problemas-10-7b; paginas

2 (a)' 4. (e) ., P.- to 1
1

1.
3' , (s) .t1

274-275:

5.

la) 32

:. -iile(b)1141-11:1 9:39uct nup(il ale,fr.lam trq la
?A-.8.-tv,/,7daa E-11 136.1.:..r:pja LI ii. aug5..1-1 ., ne,i.r) elnr,11)

.6'
(d). b- a .

) .

ili?)asi2Ort-tm -,0* A
(k

eov-tilva(2:t . ri no , n

3

m5

(g) J *al in )l .1
3t2

(b)
bLb ! 8y

107

( a). ;'(,),crti- t (itai '2Z
2.1

(d)-

93 m 3. ones de millas^P ) V i' r)C= -a -.):..-ift 7' t'A ', fi : :: '.4 Al

(b), 943-d1ez, 1ones,..4e mi1las
... i> V,: ' 11..: 4::, .':i. i 1,-.- I ,1

. -(c) 9.3, x 10 es otro nombre para,93,000,000a,
,

,

3

3,w.:)rq9CI

"
CI.1

11 ftw.nos kei

s :..4 (a) 1.,-:to fa, !.:...; ..0..::.

',....n t-,:;"

(c) a3 -4219

' 2 i , 4
(d) a + ? et t+ 41-2 t

4 ICI.) ;') t e.:22..

,,, .- i, J 4- :Tr 7 r.'-**::: t '-: t;

6 a ..1.

2
(e) a2

da

a a

k;

.0*i

;



(0)

(d) 14

(p) (8)

(r) -3 (h)
9

:El problema 5 ensefla algo que puede ser'lltil al estu-'

diante cuandcillegue a la secci6n 11-5 sobre rafces

cuidradas.

SiJ n es un, .entero positivo, y a 0, entonces atl 1

DeMostraci6n:

n 1
Definici6nan

an Propiedad multiplicativa de la
igualdad .a

..4114awn = 1 Definfoi6n de recfproco

'Asf, an es el inverso multiplicativo de a-n.

Hemos demostrado que:

(a) el.aP . m 11a , donde m, n son enteros positivoa,
* M

(b). .PO4- ani n dovde m, i son enteros positivos.
an

m-nPara dar significado a a .cuandp m<n, hemos defi-

nido

t

-n
a

1
. -nldonde n es un entero positivo.

a

Pa tsignificado a amn cuando m n, hemOs deft-
.

-

nido 0a = 1.
f

Para demostrar que aP.aq aP q para todos'los enteros

p q, consideramos los siguientes casos:

(1) p q ambos positivos

(2) o bien p 0 qpo-sitivo y el otro negativo

(3) p q ambos negativos

(4) a bien p o q cero y el otro dihtinto de cero
(ambos cero es trivital)

it



Demostraci6n del .caso (1): La tiiislaa- qu4 (a).
*Demostraci6n del :caso (2):

Sup6ngade que p . 0 .1 q < O.

Si q '4 0 4 -entOlic-e-S':CIPP:1)::

Considgrese' aP tag
,cip ..40

aP a 4a P a
atp.=.1 n - 1

-7,al 4° ...e. .
. P 1

.:. a -' - a.gE
a-q -

ap -q $

Demostraci6n del caso (3):'
Si p <0 qt.< $3, ..entonces

Consid6rese aPa5.

aP*0

-P> O'x -q> O.

a P gl

ap q

Demostracift del caso (4):
Sup6ngase clue, p It 0 z
Considdrese

:a.P .3- aP
3

6

q

am m n

0,

4

4.



S41t.

A

Una :vez establecido que aP.aq para todos los
. .(t1),9;.;p t : ) I 5 .1?) '

enteros p q, podemos considerar Ia divisi6n .coikeuna
:-() a61.-n4/0.

multiplicacidn, A,s1:

1 ,

al) q enp.

liglat 276.

f Lik

1
1 :"11a

(tY cif% 1,)

:,-

as.t, pies; (y
s

e ( a b ) 1. '(a2b3)(a2t3)(a2b3) ka a-sa )(b

4242+2)614.8i3).i

n 3
por ,tanto, (a"bi

El resultado general,

(ab)n-=

es cie#o, porque (ab)(ab)

la'forme ,o

A

(a.a a)

3.

47) onG

(A),-.puede ser escrito en

".10',. b)

par la§:propiedadeg asociative y1 ctpmptativa de la

multiplicaci6n.

Respuestas al Coniuntp de problemas 10-7c pAgini -276-279:

1. (a)

2. (a)

986

lzt

(b) 3a6 (c 27a (d) 3a9

(b) (c)
1111,2

'A

. (a) a (b) --a (c), 2 (d) -3a3

N8tese la idifdiencia 'de significadd entre ( 3 2 y -
!,

2



r---
er9 sig

-Wi-
ifica .(-3)49),
'2es dem 79.

1 a

a

(0)" .

aegundo es

31,

4 ,4
QsSesi V"ge- ()

(0 .s&NtIg
2 2 52.2(c)
b 720

dor ;

(g) z15

(0) -

(0) ,x,6a,

(d) No. (cf)

(e) SC, por el teorema 10-5b.

SO S,por el teorema 10-5b.
i?

:1:
..

10.;-(a),: SupOigatVilue=.3-rtesaWndmerai..

- 2! -r

T.
((a)

1;4!, (!+'36

2(3) E 18 No son lo

,

(b) Si x. es el tulmero,

i4X3r.:t f:24
2-

, . :

. 4' C

'11W sOn:' lo mismd.

" 11. ( El Area de .un cuadrado de lado s es s

,g1 Ares de un cuadrado de lado 2s es (2s)

El Area del maypr cuadradp ea cuatro vec

del .mAs pequefio.
2

(b) (3s)
2

40.

=, 42 .

s el area

El cuadrado mayor tiene nueve veces el área del

cuadrado Menor.



(0)

120 (a)'

(b)
6x?

a.

5x,- Elay - 1

30a

1 . Demostrar: Si a2 s impar, entonees ,a'-es4impar.

T
3S

I
, ,

S

11( 3 S

be + aa + ab
' abe

(e) 55b2 fr 91'ab 11.5a2

17.5ab

Demostraci6n: Sup6ngase lue .a es par. Mhtonces

a = 2q, donde q es algdn entero positivo. Luego,

a2 4(12, 5: a2 es par; Pero estikes coniwario a la
6

lapdtesis; por tanto,:,-a no es Det. En consecuehcia,

a es impar.

Demostrar: St a2 es par,'entonces a es par..

Demostracidn: Supângase que a es impar. Entonces

a = 2n + 1, para algdn entero positivo n. En conse-

cuencia', ,a2 = 4n24 4n * I = 2(2n2+ 2n) + 1.

Tor lo tanto, a2 es impar contrario a 1a-hip6tes1s.

Luego, a no es impar, es decir, a es par.

15. Hay que procurar que el estudiante reduzca las fracciones
4

-a'su expresiOn minima antes,e sustituir valores nuM6-

ricos.

I.



3.

(40 (-0(2)2(-R)2(3)2

(b). .((-2)(2)(4)(3).2

4 d

6bc 3b :2

3a2" -3c2)2 1
,b22 (.:2)2(3) 2

an

(2)3 + 8 _2.z. 0
us 4

(2)3(-2)

2 + 3)2'
24 +' (-2)2' + (3)2

(x2 + 1)(x3 + + 1 ) - x2(x3 + x2 + 1) + 1 (x3 + x2 + 1)
5 4 2 3 2x + x + x + + x +

+ + x +.2x2, + 1

(b) (2a3 - b2) (3a2 b ) 2;t3(3a2 2b2)I b2(3a2

6a5 Ita3b2 3zi2b2 + 2b4

(0)' (

(d)

3y)(2x 334 2x(2x 3y) '-3zi(2x

4x2 -.6xy 6xy + 972

4x2 12xY + 9y2

(a + b)(a + b)2.
b)2 + b(a + b)2

a(a2 + 2ab + b2) b(a2 + 2ab

in a3 + 2a2b + ab2 + a2b + 202 + b3.

a3 + 3a2b + 3ab2 + b3

+Op

EA este y los restantes capitulos, no incluimos un
,resumen_en el texto. Con la experienUa qua el est-47

'diante ha adquiri.do ya, puede fiacerlo por si mismos lo
cual es muchoims prorchoso para

4

50
1



Respuestas

1. (a)
1(b

(c)
-

(a) 0))

130 es divisible por 2.
131,no es divi4blepor

)'A
31 ,es. 4p0m6.

Problemas de repasaL
,dVe

4.51

(e)

(3) (i-;)

M)( ,(c0

b

5

3. 11; ;or tanto,
-x + 'x)(.t x ) (.e

(L'1'

t's
'.7 4 X +

Si
rtx es el enteric:), eritonces

4 + -4' 71.1 e X
?(x

cf3_,J-1 s C 3dentero et go.
s.

-5. (a ) La 'sttiluCicin Ie-1ajdrilaci6n es 93, pero 93 es
di; On' dV";validez

es'3f3 ,cocoduntriox:VactirA

.fi 1:41 '11

-

I '

(1,9)

(c) Si 'hay un Primo *,:t parEel
''!..a3x.' 1211,0 +

*OW0 s# 40:n4e x2 es un ,eutero.
Pos, 7- (-"Adonde: es un enterso.

K11 er

MP,

0

.
N'Los primos Menor.6t1!:qued7=son 2,-3 y 5.

El miembro dd la izquierda et 3(2)2*. 12 donde

es 2.
miembro de la izquierda es 3(3) 27 .d9nde.

i-embrol, ):a.4zquistidit'45-:-3-(5)
4:15

Por'lo tako ftil'ItkWauriiiiildeidlii es (12;'3

51
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A,

.

(d) Si hay un x t,a ue
aLbsii= !,-ay bn ail

lotto 19 jVff1 jT

il'ON/CORP:Pc.F) 9t:o 7Sin ukAPIVAIVIlik49 ASIttiva-
s

.

353E

lente.
JR9IFtv9PP444PPPO,'

-1 f. zyt

(d) 2
Itt) 96a3(

001 /a'

(a) a3 a2

(b) x3y2 -(xy5

,(c) 6x3,_+ 3x2

( d
2 2

nul

r
8. (a)

dos cpsas

WItikl-Pto 111):11

im e) 27a-

St

. pi'JttrOa:0)
te,) -1E;:3 + + ab2 + b3

,

(f) x + x2

tg) +

os4 ky2 2x2y 4'
A

t..'S 9:7) s:,r1 3Nti

Cualquiera de las. (g)

.b0 st
Impar

xr) :41.)0
Impar, puesto qua 2 divide

-.:t1)

a 2';*pero no divide a
,10

*.;

) Par pUiso que 2 clivide
a aintioi. 21° ;

i. ;ciw:
(b) Cuiarquiera de as. (II)

r.v.w:imedy

( d)

(f)

aas cdsas
Lfrc

Impa r

Impar

1.

9! '(AY;" ecY;1.)(e),'(f).; (ie); .(hY Y (10
.10. Si x es la longitud Tado

ces es la Ibniiiud'del-lado

es

2 2 ;

+ 1) x 27:

e-sori no negativos.-,

diacirado menor, enton-
t..

def. cuidradb mayor, y

,
ouadrado menor es 13 Unidades.

. ,t
x es el ndmero de monedas de cinco centAvos, 41 -

el ndrnero de monedas de' diez céneavos,ty

5x + 10(41 - x) 335.

-9



.z

De modo que Guillermo,tiene 15 monedas de ciLICO centavos.

La informacidn sobre su ahorro durante 27 dfas Y el tener

ris monedas de diez centavos que de sinco centavos es

innecesaria.

12. Si Samuel puede recorrer d

recorrdr4 tambldn d minas

di. d 5.

8 T2

La distancia es 24 millas.

14.

c

millas subiendO las 'colinas,.

-al regresar, y se tendrg

capiful6 10

Sugerencias para exAmenee

1. % Determina la factorizaci6n prima de 129

5922.

2. /pan es el prtiximo ndmerolprimo .despuds de 103?

3. Oor qud es el producto de'dos ndmeros primos cuals-

315, 401,-3375 y

qui4ra, cada uno'de ellos mayor que 2, ksiempre uri ndmero

,impar?

Si '5 es un factor de A y 15 es un fictor de 13; nombra

un factor de A 71. B.

5. Si 310 + x = 123456 es un enunciado cierto, explica

ppr qud 3 es un factor de x.

6. Si 2
10

+ x = 85631 eun enunciado ciertNexplica

pox. qud A no-es un factor de x.

. Halle do& ndmeros .cuyo producto
. 1

divisible par 3, pero no por 2.

53

es 108 y cuya suma es



..Hall.1_421..fASI2REAlit.7.21.S3A.U.uma gs s, en cada .

de los siguientes tasosz

.P....

(04 ' 96. ' 20
*

(14) 36 13

far 72 27
(d) 80 18
(e) . 352. 38

(r) 1800 85

4Cuá1es de los siguientes son cilfrtos?

o por qu4 no.

'(1) 2333 63

(b) 21..32 m

(e4 23 + 24

:(d) -(23.2)2'. 27-

Simplifica'(explicando la

de las variables)._

(a) 16-32x2
, 2 27xy

(b) ,2x3ir
43ty

(e).

\aINEM

Explica por

(e) 2° + 2° m

(f) 2-2 . 2

(g) (22)-. 2 =1.

(h) + 22 25

I.

clué

restricciones en los dootinios

4 2 ...1
(d)

.v

"(e) (x2 )2

(f). a-1 + b-1 + A-1

11. Loa cuadrados de dos enteros stkeSivos difie'rin en-11.

Lei:Ales son los entatos?

,
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,A6,....t...4.6,7,..,""'"SbS,41,

:

Zap1tu19.,11

RADICALES

1-Ki6lot771 59

f1.1.3titup 0
, .

Despugs de pxepailado 'el caMino. por medita, tle leflactoriza-
.

4 .4.6
S 41.

ción'de.enteios.y el'edtudiosde.loe,exPonentes; procedemos al
***et* 6.1` "

74tudin de los redicales. Aprenderemos:lesiaixaere de sumerlds-

y multiplicarlos, asi comp-latuanera dfa.simplificarlosAespués

de decidir lo, que signitroa'"simiallflopa'ci4tin pare los redicalesi.

El mAtodo pare hallar las ralces cuadradas aproximadas ier

el de ftere.ción, consistente en partir de* valor inicial deter-

miiledo del =do habitual., pare irlo mejorana6 sucbsivamente. Es .

posible demostrar, aunque no lo hacemos en el texto, qpe Aste'

mktodo converge,An el senado de,que cede nueva'aproximación es

mejqr que pie/anterior, y es posible tambign alcular.el error ae

sada aproximaciAn. 6

Una de'las Consecuencies importantes de nuestro trabajo so-
-

* - 4

bre: la factoriiiCiOn de enteros es.que noaes posible demostrer

qUe ha es irracional. lionos'eupuesto,desde el'piinCipio que

.12 41'un ntimero reel, en.efecto,
n

que 41 es un nOmero reel
f

. pare cualquier entero positivo al y quelquier nAmero reel no
-.1n.,...i 11 i ) v A . !-44, :

.
. .

.

negativo a. Nueecra lista de propiedades fundamentales en el
t, raj '4 1/ .1,,I I '-j.0 t ' i 1.

illytAtmtyLalgdmlaypn l!na pppiedad que se necesiteria parie

...prptlbwqigitAel.g:Ak-pktaxilgrq,..real. En esteecurso, suponemos que

4I-L es un niimero real y luego dembstramoS que no'es recional.

gem une demostraci6n de la_existencia de.r2 y de la uni-.

f-cidad de cOnsateselStudies in Itathematics, Vol. III, -

t; ,
4

pAg4as

-.1.oslaluinim qua-hen' 4egUido'eli.-cUrsVde*octirvo gra410*.'

G habrin tenido ocesi6n de eAudiar algo acercalcde atmeros

I
raciollrles,e irricipnakes, y de ver_una demostración de queNFT

6

II 4

r,
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t

es irracional. Habritn trabajado *iambi&

-

114. Raices

OA 1a notación vorrtgn-

Poca confuat6pro-duCen'los sianbalos411,../753T-.4-5,

pero tan .pronto coio una variable'apdrecebajo el signo de una
*

raiz' duadrada, debemos tener qui4Ia8b. Las Oificultades provie-

nen del hecho-de que el. simbplo.de. raiz .cuadrada siempre indica-
.,

la rafzadrada 'positiva), xque el radicand() debe ser.no

onsidfirese akar.. Si a, 'es positivo o negattvo.,i2,

radicando, es positivo. 4s1, J.:1-i.. a es-.cierto'si ,a es
,

positivb, perp falso si a es nelhattvo.* La ecuación villida es
a

He aqui' algunos ejemplos:,
lel

31x1

4.

,N1 (a +4142' 1e. -17 b1 a,

..s

Supongamos que tenemos un *radical tel. como4Tba . in este expre-
.

_ .

i sión, a debe ser no negativo, porque la definici6n de una raiz

asi io requiere. Si e( fuera negativo, tendriamoi lo que en un
s J4. 6

a .

curso posterior se definp comorpOmero imaginario. Algunos ejem-

plos son:

*1970 *19x22,x = 31x1:fir, pero como debe ser no negativo,

esto es equtvalente a " 3x .

N(x 7 1)3

I.

s

) 3.



. ,

Plgiva. Si. x 1.7; entonces x2 289.
Si x zi* ,4, eatonces .x2 .09.
Si -2wd2, eptonaes x2 =4w2a4..

El'conjunt6 de vitlida de x' 2 'so 49

-El conjunto .de validez -de- x2 .=,.09
El conjtinto . de validiez de x2 = -4

es (7, -7).
es (:3,-
.es '0.

N6tese que et conjuntq de, validek ,ael enunciado "x2 = n

0" es (Iii; -\717), don:dé'el MI." indica la raiz.
:cuOrada positive, y 'I-1AT" la raiz cUadrada negativa.. No se

debe permitir que el estudiante confunda Vic con el enunciado:

"Halla los ntimeros que elmiarse al cuadrado, dan

Respuestas Coniunto de 'problemas p&ginas 284-285:4141.110

(e)
(r). .9

(g) 3

..(h)

(a) Si
(a)

(b) No. 1(-3)2 es epqs itivo,t- ,es, negativo.

(b) Si
r

4. Si 0.< a < b $ entonces exactamente uno de Itstos es cierrovglIvE,

1AT NA. ,, *4 Vr) por Ia propiedad de comparación. 'Si.

41rit = AA", entonces a = b, cotitrario a la hip6tesis. Si

ler AN% entonces a contrario a l.a hip6tesis. MI,
,

pues, l.a &ice posibilidad restante es ja"

5. No. 34i- '133 no negativo; de modo quelj +' 2 >. 1 pars todos

los valores de x.

6. -1(2x .:1)2 -x

(a) x <4, '2x <1, ix - 3. < 0,. 12x 3.1 -(2x 1-2x

. (b) > 4, 2x > 1 2x - 1 > 0, 12x to - 1
1(0) xra, 2x - 0 11 =NO

57

`1,.



*-4.- 4,.*

OP'

r

*7. La dificultaaarelaINiettetatraci&V se'pUede explieme2meicer..

e.

inSertand0 atie 11480 aso.m.
.

N

l''S"W41 X ioL. ow

40kquè

'?.":) (a 7102 \::01 'ON) feetv 6E) cirfutpo!..)

1421'4
41 P:9 1:11 s Eik tv oltrlutftrn- al It

1,111179 .; 50 Zit) 61 :ftV ',)b o;tnur,:o-5'

iri.o1ori1.t-e..1, !NM ft

. ,ev13z3n, brbw shx 1-32) -xe .

r'tt4.1

:ofteiucatil); weneengigulto: aileolriet) iv sup -1131mI9q sd6b.,

risb tobvib.w.) fr. tt WY) 8079wiTh BoL eirsH"

ze.8E 418E' acrtigtq

Si

4.eirr.3bdittabtrk re eziesuc1e951-1

a b(7) a b (.te; .L

(..))

entonces b a( t. 0.

-(a b - a
1- lp,rif b ,- a

b -.,a -... NI) - -a
L.. 7 , o vi J 1 tlrig. 7.!..%, ' ,(t - ) \ , . ',.:r4 'ej)

_Pkina 285: Si- x ,... 2, entonces x3
'.1-..t.,8%k-r) 18 (a)

Si ,.x ma -.3, ..ntonces x3 -3. ...027.
) iya I'M) ,tilt el 1 tIlz)tni.:) *j.61.4:0 'ii110/3111'; *-- ti 'la 41

Si x , entonces xl+
(1.1,1 nt 1 qo c 1.; , ,t

AL C.94441104 Alie WKS fefk {fr n2; r

C.°P11-4ft, ,I4P111.111441Zi A3 .71 41)Z7 cd.P43r,

,El cord-Ciao d ktripq t Ut4

obc. 'desie a 1. OS eepptipantes,:o. -iiompxletberl-ta -manera
-7.110114.

minar-una raiz c&ica cuando el niimero contfeniTs66'facior.
,

tres veces, la manera de determiner una raiz suarta'st el .nOmepo
contiene el mismo factor,..cuatro veces, etc.

Cer-o16repe el maestro'de que los estudiantes vean por qua,
en el probletha 1

3j-xl

58
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%a.

.0ew3 I. AG ob,t fousl;s0-; ?ot1rLin
-014i1404a dtibeXdedictityliaehetibiOdai idtcbedg'SkaifigemAS

,

vz. --
glitg,.$1,-IpItypitt2 AAA na dispdnesoq oisipOnenteks -ftaccionarios

para facilitar nuestro trabajo. Lo que.se trat n el re'sto
%de es QS' 2 RMQ 3113

431
Respuestas al Coni*o de prbble&as 11-1 pAgina 28i6:

1. (a), 3 (b) 3
. Toq :11f.)Pai '. Witt LW Ack0%.'e 3:6

-2. (a) 2 rcdp)
mtf.mi:tn ornithn t,..) i47rzci flo ;

Ca) x flu .3w.,.k.rmazi. Vs1 hitt

tftl's) fa rxr
(c)

lkirb :cf/tt LI z%',:r 411 oi. 7:, i'..):sq 0)..iti1741.-:_ I i.-,3 If:.-c; ( c )

51; (a) -13 (9 J4411 sta,13) 1 dolq (c)

) ..2 (b) 175`7

12
(e) .6

(viw qint.; nu 7La i.,:.k:.moin7-4..,,ILq

..- ":..-v ..too pe.w : ") LO .)

t 1 tic., t0).,-/ 41-.:
- (.

1

...,,,
- 3st 5(0)

:.(:rtisr, (.brit;., lb '

r.Ariron 4 S 14) t UR99 -40K,) ...

,

*10. Una raiz cuarta 'de un niimertrpnir, f;(6614.1a tnimero que utilizado
comq factor 4 .veces, da el ntimero a.. De igualflitatiere;

,

132,

7 (1),

8. (a) -402 (b) x

-.)pittasraire -aenesima de(la,.;..donde?f)tiP;b6ahiiiitifiVot;11eif-)Uirrniziki;:'

leDque.-tutilizadprIconio,sfaCtorAin

valores impares de n, .0 td

topici 'mit) t :Arc let r r, () r,

I nu fr .1 I '- tit/

I i
5.

'01 ;

!', 5: e ir '

!,)1') k i I (4)1.,

La demostraci.Gn de la irracionalidad de:4 presentada en
f) .1 ')".1 rj)i 11J.17.,/ 111.1 GfT DUD triu

esta secci6n es interesante, cuandoc rips darnos cuenta de cue
i2.-1Eic 01) 'NJ sr, t.)Ducl ll , GNo i Jr-i I, P

.t4nemos anbra una propiedad matemática muy importante qUe se

aladicales

puede demostrar en este momento, justamente sobre la base de
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4 . .

principios desarrollados en el:curso.

Supongamos.que bay enteros positives a y b tales que
,.

AL=4-2 donde.-b f p, ft. b, no tien4 factores
comunes.

a
Entonces (.42 = 2 Definicifon: Si x. =,ri entonces x2 = a.

b

a2' puesto que a2
b2 b2

a2 2b2 mmltiplicando ambos miembros por b2 .

es par. (a2 / 42;1)2 ."son nombry pare el mismo niimero,
,

pert) 2b2 Jmuestralaramente un factor 2.) *

por el teorema del ejercicio 14, 6onjunto de

problemas 10-7c.

a es par,

a 2c Si a es-par, ettonces h4y un enter° positivo

c ta'L que a es dos vecez 'c.

remplazando a por 2c enja ecuación

a2 = 2b2;

tdividiendo ambos miembros por "2, ,

4c2 2b2,

2c2

es par. estosque 2c2 .tiene un 'factors 2, b2'noMbri

mismo pimero. 1

b es par. ,

Ahora 2 es un fictor Oe ambos, a b, lo que contradice
,r

nuestra iuposicito original de que a / p no tenian faptores

comunes. Por tant6 A f 4-2 es 4erio pare stodo par de enteros
0

a 1 b, 1 f 0.

Tporema no.es uh ndmeroTacional. A). mime-

roNr2 le llamamos un niimer'o irracional: El coujunto de loi niz-

rnerâs racionales y eV conlunto de los almeros irracionales reuni-

doq forman el Conjunto de los niimeros'reales.
0

El.mktodo mas sencillo.de ver we la raiz cuadrada de cual-
,

quier entero positivo.ilue ip es un cuadrado perfecto, es efecti-
.

vamente irracional, es un poco diferente del seguido pare 41.



.14.argumentaq,i6n procede copo siguei

$ea .trn el niimero de que se-trata. .S1 n tiene algunos

factores propios que. son quOrados perfectos, efectUamos con

ellos.la operación de extraer la raiz cuadratda (aprenderemos

esta tOcnica, y lasrazones que la justifican, en la lecci6n
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-pr6xima). Lo que queda entonces dentro del, radical es un pro-
,

t .

ducto de distintos f#ctores prtmos, cada Uno de los*tugles apa-

rece una Bola vez. Por pjamplo, si estuviAramos tratando con

1.45, lo escribirramos primero como ITS , y si podemos demos-

trar que,r5 es.irracional, entonces qiertamente también

lo es.

Asi, ten os" un nuevo enter9, digalios ta, dentro del radi-
z,

cal,*y iii. es el producto de'factores primos cada uno de los

.cPales aparece solamente una vez. 4up6ngase que fuera ra-

cional, = Cuadrando ambos miembros y luego,

multiplicando por b2, obtenemos a2, = mb2. Ahora "contemos"

los factores primos, ,1,2 es un cuadrado perfecto, y, por lo

taAto, ent.su factorizaci6n prima aparece cada factor prito un

nAmero par de veces. Pero entonces, en mb2 los factores pri-.

Illos de m aparecerán un ntimero impar de veces, puesto que m
A

contiene Glia factor primo una sola vez en su propia iactoriza-

ci6n. Asi, Mb2 no puede ser ual a un cuadrado perfecto como

es a2; sin embargo, se ha supu to asi. Esto es una contradic-

-ción, y por consiguierite, la raiz ovadrada de cuaiquier entero .

positivo que no sea un cuadrado perfecto es irracional.

Ahora, no obstante, se presenta una dificultad: Esta de-

moltraci6n es más ficil que la q4 hemos dado en el texto para,

la irracionalidad de 4-2. No solamente es mis fácil, sino que

es aplicable a muchos mAs casos: LPor que tuvimos entonces que

AL
argumentar a base de pares,e impares para demostrar la irracio-It

nalidad de 42? .
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La respuesta puede n4 significarsran cosa pdra la mayorfa
ciff4.4j 9up J.,

'de los estudiantes, pero es'de mucha importancia pare los mate=

mAticos,y debemos saber cuAl es. Ahora bien',,nunca hemos de-
v.1.4/.1; 1:3E.7Y

mostrado-el teorema de Ia factorizaci6n prima 6nica. Dimos ejem-
61,1,J.1.1 z) Jup ww7.4,,;;1 v

plos, mos4ramos su plausibitidad,,no tieubeamos in usarld, pero
.rf3 t: 1 1 i;;f1

no 16 hemoS demostrado nunca. De modo que, Cualquier'demostra-

-,--,i ,'4k dr1 '%!)

cion qUe depenaa de ia tactorizaciOn prima no es rigurosamente
t iv t, t:- '

una dem6sttadiee', Sino s614 un argUMentp persliasivo, por decirlo

ait:"4'de qiirit)'614r'euitad6 -:es

;SU-
bones. La demostración en el texto de la irracionalidad-de 46'

sen-

tido'es'''Una'deM6itraCi6iimeji'Oe Presetiar

pir'a ""c on a e as ra ces cua ra as de numeros no

cuaaradds: '-"- '''''

4(itirdeSeaMo's que los estudiantei condzan y Usenl La fac-
,

c. 1 I

toriiaci6n prima es importante, la hemos utilizado a travAs de
-r 1 I I 1

115 .t: I 4

caPitulo, y la,continuaremos usando. Deseamos que el estu
3r),

d te lá utilice en problemas acerca del mfnimo comOn-Mfiltiplo
. ),

en pro'bieMaS' f ac.t Cuaiquier otra -cuesti6n que
,

deiee. -tI prop6iied de eitadisCuSi6n ha sido prevenir al maes-
N

'tr.() en et caSo'ae el'e'stUaant se 'ericuentre Con'eita titre

Alemiacion de,la irricionafidad.de'las rafC'es Cuadradai.. MU.=

chos de los resultados obtenidos en este curso no han sido real-
. s, . ,

mente deniostradós. Er prop6sito de Incluir algunas demostracio-
- ; A ,

nes no es en absoluto hacer un curso riguroso, sino s6lo enseftar

al estudiante algo aobre la naturaleza del razonamiento deducti-

orma directa que ciertos datos

acerca de los niimeros reale-son Consecuitcias de otids, Sola-

nienté los estudianfeS' de Tavel 'universitario pc;Stgraddadót deben
4.

ser obligados a seguir un curso riguroso sobrd el iistema.de las
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Res $ as al, Coniunto de pioblemas 11-2. pAginas 289-29Q.:
.1 -. --

,. t, , -,:t.:,-1-,1)-t I'm el.;:i I: i: -7 ti_ b;.;0 ti 4. '''t t, ,, ,,,,.yrik4 t.:, ,,,,t,i'i'

lt. En. el *filer ejercicio,atodo lo quek esperitmos- we el estudian-
i ....'71.) J *.',1 t 4. /lc," :".')..'.'t, i 'I ',Ai i:, . :,; t., -?:

- ., te sdiga es: Como el. cuadraao de 1 es i, r es muy peque-
.., e.f,'...1`%":10;),L!,1 tt (s)iiitl 1, k; 0 ; ) iz, ILI:4 $ :4 ,s 7 cA i., as

N fio pare ser 1a raiz cuadrada deseada; poiedtra parte, como
, ..

isi,- , .,Y1 (,- .,
ei..- cliiiailiaill iles:22..e-s ii,-1 '-ee sun'n-timero'MUY grande para ser ,

. -.,
dicba raiz cUedrada Pero Coins'no''liity enteros entre'l. I 2,

-:,.+ tl 'Aril: ;., ,li ± :;ft `-,.,., ,

472- no puede 'sei un enterO. .. , ,s ,, \
...)i'., ,,.-Jwi:- c.4,14:.1 19t. 4'..414011',*t; fr4..:' %.", '.4-?.. ,,,..t.m6A

2. Nostraremos la ipanera de ballat un cuadi-ado perfecto entre
. i tt , f.) 6 It, p 1 ::., Z.%'k yi . ; T

. .1. y 1. . Si tomaMos fracciones igualesa ,2-- y --!-- que
...:,.. , :. 7.. - 4 -.. ,-..:- !,.i"v:,, .:' t-i:, i:,,; :-, 3, smk2:.; -.:,,q.

.tengan el mi.smo denominador, podemos comparar 141,xftr,54,
2

más f&cilmente. Ast,consideramos 7 t' y ,1, puesto que un
.

- 0 -;- ,:.-.- p '-, ,::t:. i .:11;:;.,,,-..z.1..;

Juimero, racional,que sea un cuadrado peifecto; tendria la forma
- - a LL22 ..

7---nos inclinamos, a gonsiderar y '.8 et. Abore es spiel].
1)4. . ..:-:':._ , ,;. ,-, - v,.. -36 ,t.,..36._-_ ,'.'r-"S-::, '' ..,'-','

1 haUar 'Inv -cuadrado...pm-00-to,. -1,4-: ,4 : Otpas: cuadx.a dos perfecios
36-

.,,,,:sespueden halilar, 04, fgrm.a!*43.0ga...-., ..-.)...s.: - : ..;..: ,:
l-

3 Sup6ngase que, .-2- J'E. = .r , donde r . ea nAmer9:, Fee...1.9W ,i.
g. 'R-P,M! 4.-.2 -.7F 2TI: §t lin.,T ,-P1.i144,1° clii.r?-T-P:ieri.

El ntimero 2r .es racional; puesto.que el -conjunto de los n(1-
''-) - " .

meros racional0 ,es cerra4o respecto de la multiplicacgn.
t ;

Como por el tporema 11-2, 47 es un nlimero irracional, y

2r no puedej4 ser nombres del-Mietitit&.audeio-f- 'es
1 ,

una contradicci6n, y nUeStia-,snPOe.i6i6n. de (file r es tin mime-

ro racional es tilqa,;- .

.

4.
0

Sapeniiase', que donde r s un annero racional.
(.-3)- es un enurf'ciado4equi"-ciatente.

*-Puesto'que el cOnjUnto de '106 tnitherót 'racionates es cerredo
respecto de la snita.:,'T'4- (-3) es racional.'P '-f-2 'es irra-
clonal, por tanto, r (-3) es una contras ccikI-4, De
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:

este modo, la salmsici6n de queli + 3 es racional es fal-
.sa.

*5 pup6ngase que

Entonces 5 im

.5,12 p2

49nde p y q s9n enteros, q f 0,
p y q no tienen factores comunes.

cuadrando ambos miembros.,
4

por la propiedad multiplicativa de la

igualdad.
Como q es Ain entero, q2 es un entero..
Aciem&s, 5p2 p2 son in9mbres del mismo n6mero, de modo

que 5 es un factor de p2.

Por lo tanto, 5 . es un factor. de p, y p 5n$ donde n es

un entero.
Luego, - 5,12 $$, (5n)2

q2 5.12

Es;to denuestra que 5 diVide a q2, y, por tanto, 3 divije
q. El enunciado de que .5 divide a p y 5 divide a

q es una contradicci6n a la suposict6n de que p q no

tienen factores comunes.

Respuestas al Coniunto de problemas 11-3a; páginas 290-291:

1. (a) 450 (b) ,/TA (b). 3

2. '(a) (b)' 2,/16 ) 6

3 (a)Nrii; x es no negativo.'
y, z son no negativos

(c) Ix ; x es cualquier ninnero real

4. (a) 0 (b) 40 (c) y2, donde y es no negativo

5 ([1) apara :todo ruimero real a. El aukerizoirt est& defi-
t,

!ado solamente para. valores no negativos de a. Asi, (./1)2
a es cierto para. todo niimero no negativo a.

6 4



4-cit

6.. Si 3.5. 3.5 ea
3 3 3-

4716, 'debemos .demostrar qua ( .ra .rb es ab.

Demostraci6n:

.1

A

ta)

(3,M3 ().3*

Asi,

7.

(b) X + ./57 donde x es no 'nega,tivo

.!
ab)n anbn

Definiti6n de la raiz ciibica

(0) (.5 i- 1) 1),5 + (.171. + 1) 1
+.1737 + 1

Ara + + donde a es no tegativo

( .

(a) -1

(e) 5 + 2/-6-
(0 11 +.1i- ..?

s

Respuestas Cpniunto de problemas pfitinas 293-294:

(a) 2 'N/'

(a) 2.4-3

(a) 141(177

(a) 54".
(a) 361/777

(b) 5NeT

(b)

lb). 6.115

(b) Io

(b) 2./fi
(b) 12

(b) (d) 6

8 (a) 2 4140 (b) 9I _94rg(c) 234-7) ningi5n tramero
negativo.

9. (a) 2 T6 Ixl (b) 2x .16x para 'todos los almeros x no negati-
vPs.

(c) 2x .r.6x pax& todos los niimeros x no negativos.

A0 A
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2'10. (a) 4a xi 3(b) 2a4171 para todos lps nfitileros
negatiyds.

(c) 21a1 44-2
11. (a) 4-47x- x es un n'iimero uO negatiyo.

a 0

(b) 25 lx1 .4

--(c) x es un niimero no- neg,tivo.
12. (a)

(b) Ix3}

(c) x2.-1-1, x1

13. (a) (2r3i0(5f6x),: se define solamente para niimeros ,x no
negativos.

(21733i)(51-64 k1d18x` x no negittivo'
.39y1T2 x- no negativo

'(b) {34-x237)(1aY2)

(34rx2y) (43;2)

(C) 1000.ris 2
N.

14. (a) 4 (b)

15. (a) 3 4a.- (b)
16. (a) 2x2

x2 16

se define soiamente para valoies no negati-
vos de a / de y.

(314ry),(yfa), a y son no negativo§
452 31xly briSi a z y son mimeros no

negativos

es un namero no negativo.
5 r--

2 (d) '416
3 6-3c Jc (d) 2 ..r2

es equivalente a
x = 4 6 x = -4.

El conjunto de validez es. ( 4, -4) .
(b) [ 443 , -40 )
(c) (4, -2) e

17. (a) 12.13 - 6 (b) 32 - 44-2 (c) - 216
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Coniunto de problguas 11-4a, pAgina 295:

(1)

05) -16-1 a 4 o

NYT121---r1

(b) a2> 0

(erg x > z y

(a).: .(b) Aff ra** 0 (c)

) 5-VO (1))
(0' I VIE

6. (

7. ) (1),) 4-17 (0)

369

,
4}!

> 0

a >

8. Park demostrar que /a = 'Nr4--- para a )- 0 y..b > 43, eb os
. V b vAg--

VW
p;obar qpe es una raiz cukdrada de t., Esto serA ci r-

to si ( es por la definición de la rafz cuadrada

.Demostraci6r:

(412113-

( Nfi)2

a

15 -.11-3

al a2

Definicion de la raiz cua-
drada

puesto qua un nfimero posi-
tivo tiene ezactamente una
raiz cuadrada positiva.

Raspuestas al.,Coniunto de'prbblemas 11-4b 'pAgina 2

NeT.4(a.), 1 (b) i (0)

2. (a) ii,n- (b) .44-6 (c) 4,./77

7
1* '(

li
%) 2- (b) -I. (c.)

67
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4. (a) .115b, 1(b). yr) 1.tau , atO

( ..15k 0

1. 31
Nci 4a 0 0a

7 (a) 3611 ; 2r.

(a)

(c)

x 0

(b) 3

9'. (a) 5 + 21 (b): +

.) (c) a +1 + 2
a

.

Respuestas al Conjunto d.e problernas. 11.4c.;" paiginas 298-2

'(a), 3.1-2 (b) 3,17-2 (0) 194-
rr.2. (.0 3../T (b) 134 - (e) 4-7./7

3. (a) 1-3-1-1 + 2 - 213

(a) V-6. +

5. (a) 5./1 (b)
6. (a) (A(5, IS)

k,4- 0 6 a2 + 2a. +
a.

(b) 215.

(b) 3 .34
8.1311 28./1

(b) (25) -51.

+

4

,(0)
(c): o

(p) , {5

68
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:5. Raices cuadradas'.

371

Existe controversia sobre cual es mejor, el algoritmo de la

'raiz cuadrada o el mgtodo de iteraci6n pare aproximar raices cue-
.

dradas. Abogamos pdr,e1'61timo en virtudde las rezones siguien-\

tes:'

El método de iteraci6n es muy significativo. Estg base- ,

do en la definici6n de la raiz cuadrada: Si x2 = n,

entonces x es la raiz cuedrade de n. Asi el estu-

Aiante debk,hallar un niimero que al ser elevado al -

Ai

cuadre do, ié n:

2. .E1 estudiante se:percatarg.mejor de que bUsCe une

aproximación deN/ri- que cuando Utilize el hlgoritmo.'

En eieCto .se le puede,ensefiar a estimar la.Magnitud

del error.
-,...

'EI. egtudiante va sucesivamente estimando sus resultados*
4 .

,

de manealklve no es probable que cometa un error grande

gin dara Cuenta'de encl.

4. La segunda.aproximaci6n puede hacerse mentalmente muy a

menudp, siethpre powmuy poca aritmgtica. En mudhos ca-

sos es9 es todo lo que.se necesita.

Una división flcil con,un divisor de
4

i

un resultado en que el error estg en

Esto es suficiente la mayar'parte de
A

'6. El método puede ser juetificado algebraicamente, atnque

la justiticaci6n no se Oa en el texto,del estudiante.

dos cifras produce

la cuarta cifra.
4

las veces.

Se puede deducir una f6rmula pera el error de cualquier
-4,

aproxi macipn.

El método es ideal para el cglculo con máquinas

Si la primera aproximaciOn se obtiene con la reAla de

cglculo, es probable que la segunda aprox/Maci6n sea

correcta haste 7 u 8 cifrae.
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10. El nAtodo es autodorregible.. Esto es, si se comete
a 'is

lma errdr, todavia darg las cifras-eorrectas-a condiciAn

de que el error no ocurra en la dltima aproximaci6n.

Una de las dificultades que'tiene. n los estudiantes es 11.a

colocaci6n correcta del punto decimal, Tratamos este problema

introduciendo la forma tipo. 'Expreslmos cad?" ndmero en la forma

a x 104), donde 0 <-a"- 100, / p es un entero (2p es,'por

nlo tanto, un entero,par). Ea-raiz tuadrada de', a x 10
2
- es

x '1OP. De este modo, consideramos2siempre una aproxinaci6n

a un ndmeromaypr que cero y nenor queecien.- -Aparte de la locali-
4 *

zación del punto decimal,.la forma tipo tiene otra ventaja. Ta-

blas de raices cuadrad'as de ndmeros des'de 1 hasta 100"estAn a

' menudo disponibles enei ia0n de clase. 'Lilea de la forma

tipo permite poner todos los ndaeros al alcance de la tablIt., Es
I t ..:.

posible que se desee ensefiar las aproximaciones dela raiz cuadr
b

aa tomAndolas de las.tablas si gstas estAn a nano.

La'i-dea de la forma tipp puede ser representada grAficamente

en la recta de los ndmeros positivos. Los inimeros entre 1 y 100

estAn ,

Potencias negativas de 10 PoVpcia's positives de 10
a1,

0 1

ya en la forma deseada, o se 1 s puede afladir'un 100. Los ridme-

ros nayores que 100 estAn a la derecha del intervalo considerado

y se expresarAn ton una potencia positiva he 10. Los niimeros po-

sitivos menores que 1 estAn a l izquierda del intervalo conside-,

rado y se expresarán con una potencia negativa de 10.. El valor

absoluto del,exponente es iguql al ndmero de lugares que se muevat

el pUnto decimal.



página 302.. Ejemplos:

7 < ATI < 8

2 <, < 3

9 '< < 10

3 < 133-76 < 4

a < < 9

1' < .1173-6. < 2

2 < < 3

5 < ./757-.2 < '6

resulta que 4

Respuestas al Coniunto de problemaa. 11-5a; .0gilia 303:

.
(9), 4 (d) 7 (e) 3

(e) .009 (d) 9

(o.) .3 (d) 9

1. (a) 5 (b) 8

2: (a) 99 (*b) .9

3. (a) 30 (b) 300

4. (a) 50000 . (b) ..0002

A

5 (a) 4 A.3.0-17 (b) 9 x 106

PA.Rina 303. El mAtodo de iterac16n es,muy ficii de explicar. Su-
.

,4

,'-pongase que considergmos un inimero a, 0.< a -t 100, y buscamos una

aproximaci6n de 4-zr. Por estimación eiegimos un digito, x; en-
.

.tionces diVidimos, ar por ,x y hallamos la media,aritmAtica de x

a. La media es una segunda aproximadi6n de ,ra: Por ejemplo,

determpese una EiProxiMaciOn de .143 62 °T 36 y 72 = 49. 43

estai mis..cetàa. de 49, de modo que el digito que conviene mAs

como'eatimaci6n es 7. Entoncea es,6.14, y la media aritm6-

tica es 1.(7 6.14), 'que es igual a 6.57. Muy a menudo la segun-

da aproximaci6n puede, hacerse menta1ment4. Por eiemplo, hilrese
10

30. Si el eri%ero mae dbicano es 6, entonces -6- es 5 y la me-

O
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dia aritmftica de 6 ,y 5 es 5.50. De este modo,.pedimos al estu

diante qui se fije en dos ideas. Peimero, poner 'numerales en la

forma a x 102P, 1-c a - 100, p un entero, y efectuar estima-

ciones sobre el entero mAs ceroano a.la raiz cuadrida de a. La

estimaci6n del entero mfis próximo darai siimprelwn digito, excepto

par valores de a muy próximos'a,lmoomenores que 100. (Por

ejemplo, la apwoximaci6n del.intero mis pr6ximo aNI-97 eS 10.)

La segunda idea es la de dividir a por el et4e4 elegido y cal-

cular la media ariteitica de estos dos ntimeros. Entonces, para

medorar la apreximaci6n, dividimos y'calculamos la media de nuevo,

con lo cu1se obtienen aproximadamente doble niimero de cifras

correctas.

Cuando "dividimos y calculdmos la ra obtener una

egunda aproximaci6n, una pregunta.razonable es la siguiente:

lCuAn buenas son las aproximaciones que-vamoip obteniendo?" Cier-

tamente 5 es una buena estimación de la raiz cuadrada de 26,

porque 5
2

es .25 y 25 est4 muy próximo a 26. Si calculamos

la media de 5 y 26
'

obtenemos- 5.100; tabla' de raices
5

cuadradas da parai26 el valor 5.099020. Nuestra media sobre-

pasa este ritimero solamente en 0.001. Si dividimos y calculamos
4

21.:*la media de nuevo, obtenemos 10.1 +
5.1

) = 5.0990196. De este

modo, si buscamops una aproximaci6n para la,raiz cuadrada de un'

n6mero cuya raiz cuadrada sea pr6xima a un entisro, esperamos.y

obtenemos bugtoslresultados. No,obstante, lquê sucede si quere-

mos una aproximaci6n de la raiz cuadrada de 30? Puesto que

52 - 25 y -62 = 36, ni 5 ni 6 es una estimación muy próxima.

Para responder a esta pregunta, hemos preparado una tabla en la

cual escogimos a prop6sito los peores casos de raices irraciona-

les.(la media ge6m6trica o pr6xima a ella) para los cuales el en-

teronis pr6ximo es la primera estimaci6n. La tercera estimaci6n

se calcul6 redondeando la .segunda a dos cifras, dividiendo a1-

culahdo la media. De este modo las divisiones son bastante
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Un examen de la tabla demuestra que la segunda aprQximaci6n

tiene un error en la-tercera cifra y la tereera aproximación tiene

un error en la cuqrta cifra. En un caso solamente, sinteMbargo,

la tercera aproximación tiene un error de más de 0,001. En el

caso de Nil, el error es un poco menos de Q.003. Recugrdese que

estos son.los, casos peores que se podian escoger.

qi*

Primera
Estimaci6n

Segunda
Estirnacihn

(Primera media

Tercera
Estimaci6n

(Se gunda media Valores dados
rAitmdtioa ) Aritmdtica) pi Tablas

...5.----- 1 1.50 1.41667 1.414214

Norg 2 .
2.50

,.

2.45000 2.449490

III 4 3.6h 3.60555 3.605551

Nia 5 .4.6o. 4.58261 4.582576

VT; 5 5.50 5.47727 5.477226

NrWi 7, 6. 57 6.55757 6.557439

AY a 7. 56 7:55000 7. 549824

NM 9 8.56 8.54418 8.544004 "a.

Nor§i 10 9,50 9.53947 9.539392

FundAndonos en las observaciones hechas en los casos peores,

hemos establecido nuestro procedimiento como sigue:

Para hallar la talz cuadrada aproximada de un tramero:

1. Póngase el almero en la formatipo, M x1021) dande

1 -4 M < 100 , po es un enterov \.

n
2. Puesto que.IM x 10

2 = Thf x 10P 0 hAllese'la raiz cuadra

da

3. Como primera aproximaci6n de Nr-fi, t6mese el ertero más'

prPximo, xl. 9)

N

4).
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.\

4 La media aritmgtica de x y 1-1 seri la segunda aproxi-
1 xi

X
maci6n, x2, efectuando la divisi6n hasta tres ci-

N *
xi

fras y calculando la media con tres cifras.

5. La media de )42 y sen la tercera aproximacion, 5x3.
x2

Redondgese x2 a dos cifras antes de dividir,'en

efectilese divisi6n hasta cuatro cifras y tomese la me-
, t

'dia con cuatro cifras. Esta estimación excederA a M

por un error en general menor que 0.002.

6. Si fuera necesaria mAs exactitud, redondeese x3 a tres

cifras. .Dividase y t6mese la media con seis cifras. En

general, si se estA seguro de y cifras en el divisor,

se piede estar seguro de 2y cifras en la media. Para

mayor precisi6n, se deberA cOnsiderar el error en cads

etapa. Esto se explica ettla siguiente discusi6n.

El procedimiento indicado para aproximar una.ralz cuadrada

irraciopal parece dar resultado. Parece dar nximeros racionales

que estAn cada vez mAs prokimos'a la raiz cuadrada irracional.

El estudiante puede preguntar: LPuede probarse esto? Razonemos

como.sigue:.

, 8i xl es una aproximaci611-positiva de Nf ii. tal que xi

xI2 n,entonces

.0*NN

xi >
xi

onces, umando xi a ambos miembros,

(xi +.....11).
Al

v
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1
PURSto que la segunda aproximaci6n es ai2 -i(*.1 4' queda,xi

'.demostrado quefa segundg anrOximacion es ,siempre menar, gat la

.pTimerg.

emos a las erencia entre una aproximaci6n y vrii el

errorWe de la aproximación. Entonces los errores en las dos

primeras aproximaciones son

Por tanto,

el x1 Nrn.

e = X
.2 2 "rn

*7.2 2 \ x 1

Efectuando las operacionep indicadas, resulta

x12 - xi + n

2x1

Pero el numerador a la_ terecha es un cugdrado-perfecto:

e2 (1
2x1

Ahora observemos lo siguiente:

(1) El error e
2

de la segunda aproximación es positivo,

porque el cuadrado de cualquier niimero distinto de cero

es positivo. Por lo tanto, x2 es mayor lue ,ria. En-

tonces In -4 x2
*

1, y qued4 demostrado que x2

estm&s pr6ximo a .rn syl x1, .

S2) Ei mismo'procedimiento nos daria el error de cualquier

aproximaciOn x en términos de la iproximacion prece-
.

dente z,

_ r- 2
error de. x (z Nun)

2z
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y este errcir es, siempre positivo. Entonces x estil próximo

a ass z , x Podemos reemplazar .Th por x y ob-

tener la f6rmula aproxlmada para el error:
\ 2

error de x (z
2z

donde z es la'aproximaci6n precedente,

fare aproximar encontramos que x
1

5,

X3 Ill 5.385; por lo tanto, el error en x3 'es

e3 2.1c2

i5,11 54)5)2

2

0.00002.

x2 7 5.4,

Esto significa que x3 excede a ../-29 en alrededor de 0.00002,

lo cual depestra que pudimos haber calculado x3 con mAs cifras.

Si calculamos x3 con se cifras,. tenemos

x3 (5.1 4 41\2 + 5.37037) 5.38518.

Esto es demasiado grande por alFededor de 0.00002; restando el

error tenemos

41-3 5.38516.

Si se tiene en cuenta el error de cada aproximaci6n, se pue-

de obtener un mimero grande de cifras exactas may rápidamente.

Calculemos 41-12.011- como un, ejemplo. Puesto que 31200- =

x 102 , necesitamos calcular T3.12.



Aproximacithi
corregida de z .

.

3.12 113.12 N

+.z)
t rTor

Aproximado de xz , -§k z

.

.

1.56 1.78 L2232 01in

1.78 .01 = 1.77 1.762711 1.766355 1

1

005 .00000k=

31200 17.66355 - .00OOO1t 17. 6v351.

Se podrá preguntar hasta Cl6nde debe efectuarse la divisi6n

3.12 El error di' x viene dada por
1.77

' n z

z n

z x =

En este elemplo, .z = 1.77,y = 11.12- = 1.762.. Cuando la 41-

visión se lleva lo suficientemente lejos pare que sus cifras

empiecen a diferir de las c* as de z, podmos hallar z:r x.

En este caso, 00.

- 1.762)

Aora podemos determinar e3 aproximadamente;

.00000lt.
2

Pe este modo sabemos'que si continuamos la divisi6n hasta

seis lugares decimfles y hallamos la media el error ocurrirá en

k '

el sexto Inger.



Respuestas al Coniunto de problemas 11-5b; paginas 306-308:

61. (i) x101 p

+ 143

P ;11 2.82

isrMZ 28.2

(b) Irr4 p 9

P q =

:t 8.56

lor75 8:56

(c) 2.97

,d,

(e), :0.0763

(1) 3170

(a) .1(730T,t70 ga.1r7 x 10-2

1.1K00Tt70 0.06856

(b) .16:27.3 x 10-1

NoriT273 5225

(e) 72.66
Nota: La c1fra de las milgsimas pudo ser

(d) 1.772
2 6 3. Puesto que la media arit-

3 q

.....411

7 6.71 6.86

6.9 6.812 6.856

P
12.1.2 + q

5.116 5.23

5.2* 5.250 5.225

mitica es, después de la primera

(e) 265.1 apraibaci6n, siempre alta, es mejor

(f) 708.5 "redondear por defecto".

S.

78

I risk,



(a) 4-157-)072

87485 .), 3.072

#081185

(b) 1720000 'At 848.5

:(0) Z. .848.5

(d) %/Kg .2828

(e) .173oT) 28.28

(r) 18,000,000 I#`%.' 2828*

381

Es posible que se desee bacer mils que esto mediante tablis
1

de railces cuadradas. Sin eMbargo, no incluimos una ;able derai-

ces cuadradas en el texto, porque algunos maestros prefieren o

user ninguna en este momento. r

4
' (a), x2 = O.0121

x 1l2fl 6 x

El ebnyunto de validez es C.V0.0124, v45715124).

4

10.0124 0.112

De modo que, aproximaciones para los elementos del conjunto

de validez so* 0.112 y -0.112.

(b) 22.9 y -22.9

5. 361 pies

6. 12 pies, con la aproximación de un pie.

7 8.45 centiMetros



Resnuestai a los
1. (a) 2.173

(b)

Problems de repaSo: páginas, 308-312:

.(d). fi
(e) 3.1x1.1-2-

(0)

(a) 4
'(b) 10

'(o) 21a +1)1
(d.) 3a.2b.

enteros

1
(e) 2

(a) 21a1 iT
(b) NA.a.

son

( ) 12

(1)

(g)

(h)

( )

2

(d)

(e)

1

(g)

(h) a3b3o2

2 - 2 V-37

3 Ni-T
-11.x,irry x e y son ambos
no negativos

q > 0

4a2N
\--7a7"--) donde

(a) [4 ) Obsfirvese.queNri = 2 no es un enunciado, si

x 0, Si se cuadran ambos miembros deNta =12, se obtie-

ne el enuntiado equivalente x = 4, pero cuadrar . ambos

miembros de una ecuaci6n, no,da stempre un enunciado

equivalente. Esto se estudiará en el Capitulo 13.

(b) [64)

(0) -41-2-)

(d), Todos los m tales clue 4 - m - 4



Ce) t

(r) 21x).,+.17. 3

es equivalente a ,

21x1

_31x1

lxi

que es equivalente a

(It I y x 0) 6 (-x 1 y x < 0)

Por lo tanto, dep.4.+to de validez es (1, -1)

(a)' + para x'. p

(b) x +;/§)./Epara x > 0

(0) Si N/a2 + b2 . a + b

entonces b2 = (a-+ b)2

a2 + b2 a2 + 2ab 4..b2

0 = 2ab

Pero a ). 0 y b > 0, de modo, que 2ab > O.

Asi, 2ab = 0 y 2ab.> 0 es una contradicci6n,

Si i-a-2 + b2 a + b,
entonces

a2 + b2 > (a + b
a2 + b2 > a2

2

Pero 2ab -e 0 y 2ab 0 es una contradicci6n,
ja2 +b2.<atbPor lo tanto,

Observese que no se le pidi6 al estudd.ante que probara
la re1aci6x% pero incluimos la deiostraci6n an caso de

que insistaJt conocerla

81 1

383



(d)

(e) (,fm 4...,./11)(1Z = n) para m >

(r) lx1 + 5 3iT5 > (-x3) Obs4rvese

izquierda es positivo y el miemb

negativo.

2
<

6. v(170 19.7

7. 3.%(-§i% Z. 62.45

8 (a) 35

(b) 62

9.. (a) le m 1

(b) 101

10. (a) 4

(b) 3b2

(c) 32. 3

(d) 34

(c) lOn 2
1

(d) 10A-r

(0) M3

2g

(V)

11. (a) Todoslos, x.4 tales 4u x

t I

(b) (70

(c), Todos 1,os y tale que y

(d) 4.36 )

y n 0.

ue :1-)%ienlibro de la
de la derecha es

(e) 35

3
2

4.
.

(e) 1075
* 6n

(f) 3.0

(e x
37.:741

)

(e) (2)

(11 41

12. n2 n 41. *alla en dar un numero-primo para n = 41 , por-
4,

que entonce§ la suma de los dos illtimos tfirminos es cero.

Esto deja n2, ue tiene n como factor.

Si un enunciado algebraico es cierio para los primeros 4004r

valores de la variable, no hay seguridad de que sea cierto

para el 4010.

82



La media de Ti,k niameros b ,',c, es'

a + b + c (n.sumandoA).
U.

Si et ses* la l'inedia supuesta",

fereb.4is-s
(a - + (b + ,(c

atb-1.-5+ v., (n sumanddi)

4

, (n sumandos.

Cuando sumamos esta'media

"media supuesta" g,

a.

3857.

entonces 1.a iedia de laW di.:-
1

,Sn Svmandos);

Propiedad conmutativa de
la slumi,y la' propiedad'

distributiva

.propiedad distributiva"
y la propiedad mtiltipli-

ëatjva del 1

de las diferencias a nuestra

,:tenemos

a + b + c +
,n

+ b c +

y 'esta 'es JO media.
-

195. 200'

20. -; 200 s5
212

201

.198

/32

18-9.

178

196

0.204

482

(n

(n

sumandos),

silmanaosi

g

Suma de las difer.encias es

MeAia de las diferencies =
11

= 12

- 200 -1 Sumando esto a 200 da 19 'Ara

7 200 -2 la media'Vel eqVipo.,

- 200 32
- 200 = -711

- 200 = 7=22

- 200 = -4
- 200 = 4

-' 200 -18 8

14. Si el rat& pe4. x gramos alvempezar experimento
5 3(5_Ili -4-2x grams despufis de ladieta nutritiya y -4-71.x) gramos

al fizal. del experi4ento. 1 difertAcia es

pesa-

,16
gramos..ir al

4

6.41
cfr

P

,
.

.
1 ..

1.

r

-
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a

4.)

a

a

ig

Si x es el ntimero de cuaytillos -de pinture.blanca, entohtes
es\ el ntimero de vuartillos de pintura gris y

x 11-3x = 7.4
4..7

x 7 21

Por tanto, el hombre compr6 1 galón y tres cuartillos de"
.pintura blancE!, y 5, galones y 14cuartil10 de pinture gvis.
ta informaci6n sobre ek costo 'de la pintura era innecesaria.

16. TDemostraci6n: '.0 bien .1. 6 :NA > .

1, Sup6ngase slue. ir
entonces, -< b. Si

a -t

Sup6ngase ,que
, .

,ntopces b

y entonc es
Y2.

b es 'una 'contradic-

b b' s una contra-
dicci6n.

>

Por tantp, >

.. 4%.

Capitulo 11
Sugrencias parft examenes

3.-

1. Describe el conjtinto de los niimeros para los cuales los si--
'guientes nombran niimeros reales:

'(a) ./17

,
(0)

6
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.Simplifica:

(a) ,APIT

(b)

Simp4figa, si todas las variables representan n6meros

tivos:

(d)

NiM3

(f) AM.

4

(

(bAqtril0;

(d)

(e)

(r) -Nii(vrg -,/i8)x

iS

:

posi--

(a) Si Iii: es IA niimero raabnal*, Lque. clase de amero es
,a?. -

.

(

(b) Si A I 1? 'son ligrimos positivos diferentes, Lqu6'.clase

il .-

de varierq es 47aU.? , . At;

Si.1-85 % 9.219 y .,1 8.5' 2:939, halls. aproximacibnes para:

-ZITI.661Ti ' (c).

()) Nit.z) (d)

/117

Explica, .1.1sando ejemplo, por qufi' ..no es un
4(17

enunciado para a K. .y b Cr.

Explica por 'qufi 4-X3 tiene significad9 s6lo -si
,

8. as4'1764 racional o 4.rracional? Explicalo.

9. SImplifica cada uric) 'de los stguientes:
- %

(a) .113 1155. (01

(d): 1/-0 - .1375
(t) 14575

,(74R5.

4

1

,s
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Capitulo 12 i ,

POLINOMIOS Y EXPRESIONES RACIONALES

En este capftulo,, se introduce la descomposici6n en fac-

tores de expresiones por analogia con la factorizacitin de

enteros positivot como justificación. Se prepar6.el cadno

para esto en el Cillpftuls, LO. Un detalle importante es qut4

la factorizacton de ndmeros racionales sólo resulta signi-

ficativa'Cuando elproblema se restringe a.los enters. En

la factorizaci6n de exPiesipnes, la clase.de las expresiones
A

racioniles corresponde al sistema de los ndmeros racionales,
, ,

y la clase de los polinomios corresponde al sistema de los

enteroe. El prop6sito que estwillica es el de mostrar

que las expresiones racionales Consti.tuyen un sistema
1

braico con los- polinomios como un subskStema.

Awique la d4cusión siguiente no, es para los estudiantes,

imparta ava el maeAro entienda el Algebra de los expresiones..

ConsidArese, poi ejemplo, la'propiedad distributiva:'

1
a(b c) ab + ac

Hemos entendido siempreltie a, b, c son ndmeros'reales, de

manera que se trata de'un:s. aserciön'acerca de,ndMeros reales.

La aserci6n comprende dos frases, ',R(b + c)" ye"ab + ae",
.
y.nos-,autoriza para reMplazar:cada frase por la oera en,

41, cualquier enunciado acerca'de ndmeros,reales, sin alterar la

validez del enunciado. Sin embargo, si olvidamos, por el

'momenta, que hablamos acerca de ndmeros reales-(como se

hacfa comdnmenie en un tiempo en el Algebra plementalj

tonces la propiedad (o "ley") distribUtiva se convierte;.

uná "regle parii transfarmar expresiones algebraicas,.esto-

va
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,
eS, una regla en el juego" ae "manejar slmbolos". Desde

este punto de vista, las diversas propiedades fundamenta.les,

con las cual.es hemos estaaollitrabajando, constituyen el

conjunto completo de reglas del juego. La atenci6n".se desvra

deestemododel sistema de los ntimeros reales al Anguaje'

usado ai hablar de los niimeros Ties. Aunque el manpjo

mecánico de siiabofos es totalmente indeseable, es cierto que

trabajamos con expresiones detde este punto de vista. Esto

es 16 que hacemos cuando contideramos la forma de una expre-
.

si6p. La diferencia es que el manejo de simbolos k este

nivel -no ses mecánico, perb lo es con referencia a un sis-
,

tema algebraico. Describiremos ahora este sistema más cuida-

dosamente.

En primer luor, "sumamos" y "multiplicamos" expresiones

utili,zando lo que hem's llamado sumitsy productos'"indicados".

De modo que, si A y B .son expresiones, entonces A + B

y A4B son tambidn expwsiones. Escribimos adeas A I.. B,

siempre que pare todo valor admisible de cada Variable que

interviene en A y B, los.numerales- "A". y "B" nombren

el misme ndmero. Esto es, de hecho, una. definici6n de

..iguaidad para las expresiones. Er algunos libros, esta

de igualdad se llama identidad. Nediante estos convenios,-

pueden obtener las sigui;Bntes proptedades fundamentales de

las expresiones y efectivamente, se han utilizado muchas
.

veces durante el curso:

1. Si A, \B .son expresiones, entonces A+ B es una

expresi6n.

Si A, B son expTesCernes entonces A + B B + A.

Si A, B, C son 4expresiongs, entonces

(A + B) + C = A V. (B + C).
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Hay una expresión .0 tal que A + 0 = A para

toda A.

5. Para cada expresi4n A,hay una expresión -A tal

que4 A -I- (-A) = 0.

6. Si A, B son expresiones, A.B es una expresión.

7. A, B son.expmesiones, AB = A.

8. Si A, 14C son,expresiones,'oentonces (AB)C = A(BC).

9. Hay una expresi6n 1 tal que A.1 = A para toda A.'

16. Para cada expreA6n A: diferente de 0 hay.una

P 1 1
T.

4

expresi6n tal que 1. .

A 4

1. Si, A, B, C son exftesiones2 entonces

C) = AB + 'AC. .

De este qtpdo vemos-que la clase de las expresiones

.a

sattsfacea-lokaxioma4 de uft,cuerpo. a clase mgs pequefla,

tqnstituida sigo por las eOresiones r cionalesi tambign

'tiene estas propiedades, La clase de todos los polinamios
,

4
1 (0 todQs, los polknomiow.con una variable sot;re los enteros

es"tin Subsistema de.la clase de las,ekpresiones r#citinales y
40

tiene todas esas propiedades-, except° la amero 10. (Msgr-
.

vese tambignque. el Iconjwito de los, ndmeros.racionales

tambign tienb todas esas propiedades y el de los enteros las',

,cumple todas, excepto,la ndmerp 10--de aqaf, el parale16 ent ie

'expresiónes racionalis y polinomios .pdr Line parte, y ndme os

racionaler enteros por la otra.:

Uni ve z que estaspropiedades generales quedan estable-,

cidas, podemos estudlar las expresiones tacionales y.los

polinomilps como sistemas alpbraicoa en sf mismos, indepen,-

dienteffiente de su conexiOn con los ndmeros reales. ',Esto es

manejo de sfmbo-los 22E. excelencia. Nuestro estutlio de 1

a
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4

11,

factorizaci6n, de la simplificaci6n de expresiones racionales

y de la divisidn sle,polknomios, constituye una pequefla

porcidn del estudio de estos sistemas generales, 4unque

-expltditamente no lo'hemos presentado C060 tal. Esta manera

de considtrar el ienguaje del Algebra', que estA impacita en

mucho de lo que hemos es#tudiado antes, y que de hecho ha

salidg, a la luz en el presente capftulo, se presentarA fre-
.

cuentemente en cursos posteriores de Algebra. Un buen estu-

diante adopts automAticimente este punto de vista sobre el,

Algebra'a medida que adquiere experiencia. Sin embargo, si

lo hace antes de que comprenda, al menos intuitivamente, que
4

un sistema algetraico estAimplicado, s616 confusiân serf el

resultado. Por esto es importante volver a los ndmeros

reales cuando el estudiante muestre indicios de manipulaci6n

meoAnica de simbolos. Para ctiscusi6n ulterior, 174ase

Studies in Mathematics, Volume III,.pdginas 6.1-6.8.

)

12-1. Polinomiosi factorización 4

En la mayor parte del capftulo, se trata de polinomios

sobre los enteros. ,11.a definicOn de polinomios sobre los ..'

enteros y el enunciado del problema de factorización se dan

en esta sección. El objetivo de la secci6n.es-primordial-

mente el de presentar tstas ideas mAs bLen que el de desarro-

llar las tgcriicas-de.la factorización.. De las dltimas se

trata en lasprOxima0Tinco secciones.

Altiwzik. Si tratAramos de ser cuidadosos con nuestro
#,

lenguaje, remplazarfamos la,palabra "enteros" 13or "numetales"

de enteros" en la definici6n'1e polinomios sobre los enteros.
,

A

8 9

,

-

S
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Puesto que no hayduda sobre lo que aqui se quiere deeir,
S.

decidimos mantener la definicidn lomssenctlla posible.

.La definici6n Qrriente, de polinamio -(con una varial3ae x)

es la de'una expresidn de la forma

anxi:Ive+ an,lx ..*a + a
0'

Con eita definicr6n, 1a expresiOn (x2 )(3x 5) no es un

polinamio, sino que ekun producto indical de po4nomios.

Tor otra parte, generalmente deseamos 1,1amar a esto un.poli-

nomio, porque tenemos en la mente la idea de que se puede

escribir como uxt polinomio;

(x2 -.)(3X - 5) 52 3x + 5. .

*te endnciado pue considerarse coma una definición de la

multiplicaci6n de.pol nomios,4egdn se define aqui, pues
4

especifica el pcilinomio ind.,eado por el product° dodo. La nu

suma de polinomios puede conside'rarse.en una forma parecida.

En nuestro desarrollo, seria mils natural epnsiderar como

polinamiosuna clase much° mAs amplia de expresiones.

Entonces lai definiciones de suma y multiplicaci6n son obvias,

y una ecuaci6n comola anterior pupde cdnsiderarse como una

defind..ci6n de!igulldad.

Estos dos puntos de viata, aunqu:tcone`epruaimente dife-
) -

rentes, significan en la práctica exaetamente la misma cosa.

N * La dnica diférencia real consiste en el modo de 2maRE en las

expresiones mas bien que en.d.a forma de.tratarlas. Asi,

..podemos siempre simplkfiear cualquiera de nuestros polino-

mios (c9n una 44;arifib1e),.poniéndolo en la forma esliecial ya

indicida y pensar en.e1 polinomio dado como represenrado por%
' ,

9n
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su formi simplificada. Adel* de prestarse mejor al tilita-

miento informal de polinbmios que deselbamos claw, la defi-

nijón tambidn haceHmds fci1 el estudfo-de los

'polinteigs con liarias variableS:'
-.

'Itespuestes al Conjunto de broblemas,12-141 pdgin,as 315-316:

iL (a), (c), (d),,(e) son poiinomios sobre los

-

enteros..

(b), (f) son pOlinomios sabre

los ndmeros racionales.

(g) es un polinomio sgbre los .-

. .,

odmeros reales. s'
. .
. i

(h) no es un polimomio. Sin. embargo, obsdrvese que
, . . ..

, ..,

I x I + 1. puede representarse mediante pol,inomiost
.

k

f

x + 3.- , ist x .0
I

.
2: , a 4

1' '!1 4/ .

-x + 1, si-1---c,0

V. segción 12-6:

Un ejemplo mejor aquf es la expresi6n, (I x1)
2

que na es unpolinomio;-pero puede escribirse

COMO un polinomio, pues (1x1)2 i2 Esto es

an41 o a
x(x

2
+ 1)

2
Aue no es un polinomio,

. x

pero puede escribirse como un polinomio, a
1,4

saber, x'It

6a) (c), (d) son polinomios sobre los eliteros.

(b)
)

es un polinomio sobr.e los ndmsros racionales. lb

(6), (f), (g) y (h) no son pOlinomC en modo alguno,

segdn nuestra delpici6n. Sin embargo, coma

.1.1_"±Y 'si .f: 1 ( .I. ).1 iagni ice o mismo que x y , no ser

censurible considetar a (f) como un pciafinomio

sabre lek rac194t1es. .i.o que pasa aquf es que
. .

f
:A...L_I = (x + y) por definición, más bibn que per
v 2
virtud de las propiedades de los ndmeros realei.



Por otra parte, no desearlamos considerar a (h)

como un polinftio a pesar de.que puede escribirse
como un polinomio:

3s(u v)
... 3(u A- v)

2 3.u.

x2 + kx +

18t2 1.5t - 88

y2 y 2

Todos son polinomios sobre los enteros, except*o

(d) y (e), que lo son sobre los ndmeros ragio-
.

nales.

a2 - 2

(c) 3su + 3sir

( ) 3u2 + u 1.11t

(e) 2 + 2s - 6st.

(r) 2x2 - 3xy a, 4- 5Y - 2

. A

,Todos son,polinomios sobre los enteros, aunque

los dos factores en (b) no lo son sobre 16s

enteros.
.

5. .S1! Isperamos que ego sea evidente a todos. Lo

mencionamos con el propósito de sugerir que tratamos
0

aquf con un sistema.
,

.6.
;
No! Sin embatto, en algunos casos se puede escribir

tal cociente como un polinomio. V4ase, por ejem
Fot

la parte CO' del probleme2. La idea aqui es sugerir

el hecho de que el sistems de los polinomios no es'

cerrado respecto de la divisi6n, aunque algunas

expresiones racionales pueden escribirse como
k

'pplinomios.

T.
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Respuestas al Caillunto .groblemas f2-1b; páginas 318-320:

1. (a)) (b), (e), (f)

(t) es, un'caso de.factorizar 3 COM un polinomio
t 0

sobre ndmardt, reales.

(d) 'ei un caso de lactorizar 3t 5 como un

:polinomio sobre los ndmeros racionales.

2. 1(c), (d),

En (a), (b) y (e), los polinomios sobre los enteros

esttin factorizados, pero*los factores ni siquiera

son polinomios:

3. (a)

(b) es un caso de un polinomio sobre los ndmeros radj-
nale$ factorizado en polinomios sobre los ndmeros I

racionales.

(c) y (0).no estAn factorizados.,

(e) El segundo factor no es un polinomio.

4. 2(e) ( jti + 1)( )tj - 1)

5. (a.), (e)

6. (a) a(a + 2b)

(c) 3(t - 2)
(c) a(c + c)

7.!. (a) 22(z + 1)

(b) ).5 (a2 2b)

(c) x
2
(1 x

2
) es el resultado esperado. AlgUnos

estudiantes pueden obtener x
2
(1 + x)(1 x),

lo qtje es t6cnicamente correcto, puesto que la

)rol4edad distributiva estg implicada.

( It I ri t2 1

(d) 3xx (x )

(s) a(x :7)

(f) 6(p'- 2c1 + 5)

(a), a(a2 - 2, + 3)

(6) 6(X2 - 24y - 25)

(i) S45x + (x 3)) 4 y(4x

93
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(a) 2 + 1) - *)\ (e) 6r2e(x y)

(b) a2b3(a + b \1) (f) .(u2 + v2)(x y)

(c) No hay factrizacidn'posible.

(d) ab(x.- y). (g) (x - y)(lix y)

(h) 2232a2h202

9. (a)

(b)

(0)

(a)
(e)

1/

3/

0,

2,

1/ 2.

1, A
2/ 5

5, 5

4

41 El gracio del producto
es igual a la suma de
los grados de los fac-
tores.

)14

12-2. Factorizacift-mediante la progedad distributiva

Toda la factorización no trivial de Polinomios utiliza la

propiedad distributiva, asi coal las otras propiedodes de

Jos ndmeros reales. Sin embargo, los problemas de esta

seccidn recalcan la propiedad distributiva en una forma

espcialmente directa y ekplfcita. Esta factorizacidnAe
*

designa-a menudo "guitar factores comunes (monomios, etc.)"

Eiemplo 4. te presenta und oportunidad en este ejemplo para

hacer hincapid en unde los usos mAs tmportantes de la

operacidn de factorizar,ia saber, en la repolucidn de ecua-
.

ciones polinomicas. Puesto,gue a 'los estudiantes les gusta

resolver ecuaciones, esto*debe estimular' su interds por la

factorizacidn.
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RspUestaS al C.onjunto dè.problemas

1,7 3xz,(2x y) sobre los enteros

ik Zty

12-2a;

101

piginas 322

-sobre los enteros,

36(4x 6s + 5y) sobre lOs'enteros

2
k2u - 3tiv + 5V)

5, -xAx2 2x '1)' sobre los enteros

6. Aab(64 10a 7 21b)

7.

-

.13(1 3 qrq44

8
a (3a -'4b)

...

9 'Ningdn factor comdn

10. (a + 3)(x -,1) sobre 4.os enteros
4 .

1 . ..

11. (x 4: 3)(x +1) sobre los enteros

12. (u + v)(x - y.)- sObre los enteros

13. (a - b)(a *+.b) sobre los enteros

14. (x + y)u sabre lcis entqros

15. 0 ,sobre los erAeros

16. (x + y)(3x - 5y il 1) .sobre los materbs

-

17. 3 + 5h)

18. aci( + 2a)

19. 7yLx1(1 - 3y)

20. (u + v)(r - s) sobre los enteros

21. (a + b + c)(x y) sobre los-eneros

22. (a: + b + c)x sobre los enterm4

323:
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sPAgina 324. Es necesario v'ecalcar,que la (criffiaciin
implica la escriturft del polinomio dado coinp nu product° de
polinomios. Sumas de prgductos no cuentan'para e.stoi.efec-
tOS

L

4

Respuestas aeConidnto de problemas 12-21); pAginas 325-326:
v.

st;

1. a(x- + +.13(x + (a `+3)(x .+ 2)
4

x(u + v) y(u v)- (x

3 a(2b + a) + 1(2b +-a) +1.)(2b +.
3s(r - 1) + 5(r =-1) bs +5)(r - 1)

5. x(5 + 37) '1 (5 i+ = + 3)
6. 0

.7. b) '0(a = )=(a 0)(a
3(t + 3)(t - 4)

9. ..NoCep actorizable.
10. (2a - 3b)

11. 3x(5a t. 2d)

t.

-12. .2(Ist..-.1) 4..y 6 ..- b) + v(a - b) . (2*+ u + v)*(a - b)
. .- 4

13. x(u + v,- w) + y(u +.*v - w) =--- 0 c .4 7)(u -I: v.,- w)

3.4. a(a - 4x) + 2b(a,-1 4x) -1:3cjS .-- 14,4 = (a + 1? + 30)(a.:dix)

15.1. orsray-"+---bx- - 2ab --,- A.(53;(x - 2a) ..+ -:1---:(-;2a)h-k

'i(.3y -i- b)( 2a)

16. tie + +3)' + 1.6c +.3).- + 1)(x 3)
N.

V, 17. ab + ab . a a', - b)4+ b( b) (a + b)(a2

.10

#

-4

3.
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414-1.

12-3. Diferen-cia de cuadradoe

400

Respuestas al Conjunto de problemas 12-3; páginas 328-331:

1. (a)

(b)

(e)

(d)

2. (a)

(b)

,(c)

(a)

(b)

(c)

(a)

itt

(b)

a
2

- 4

4x2,- y2"

2 2m n - 1

2.9x y2 4z.
2

(f) x2 a2

(g) 2;c2'+3xy 2.u.
2

(h) z + r2s2 rs

4.2x 7 1)(2x 1) (d)' (1 - n)(1 + n)

9b 7 10(3 4- Y) 4(e).

(a2- 2)(a;*,2) (.e)

(5a bc)45a + bc)(d)

5(23 - 1)(2s + 1) (e)

6(2y. - z)(2y + z) (f)

(k - 2)(x + 2)

No es'factori-
zable sobre'los
entfros.

(x2 + 2).(x2 - 2) (f) (11x?. 1)(2x - 1)(2x + 1)

(5x - 3)(5x.-1-'3)

4(2x - y)(2x +

4x(2x-- i)(x.+ 1)

4(2x: 1)(2x + 1)

(7x2 1)(7x2 +1).

.(d) No es
sobre

(e) (x-

factorizable
los enteros.

1)(x 4,1)

la - 2)a

2a - 3 no es fac-toriza le sobre losqpteros.
It inn

2'x T. 0

(x 3)(x + 3)v 0

(4)

(e) 4y)(x +

(T)

es equivalente a -

x 0 6 x + 3 . 0.

El conjunto de validez es(-3,3}
7

(b) 1)

(c)
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-4 o 1

7.

(d)

(a)

(b)

(.0 )

[2

396

1591

884r

(g)'_

(h.)

'(a)

(f)

(2 - ,2)

[1, -.5)

9999

2000 Mil

1584m2
.81

1584n2

4 1

at

.(d)

(a)

(b)

391xy

899 . 302

factorizable.

1591 = 402 - 32 = (40 - 3)(40'+

1

( h ) 1584,

1 =(30 1)(30 + 1), asi, 899 es

3), as , 1591es

391es"

factorizable.

(c) 391 = 202 - 32 . (20 - 3)(26

factorizable.

,

(d) 401 . 20
2
+ 1, no puede descpmponerse por dife-

.

rencia de padr4dos. Con los m4todos de facto-

rizati6n prima, vemos que 401 no e; divisible

por 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 6 19. Por tanto,

as

401 es primo.

*9. El regiproco de 2 -4-3 es 2.+ T3, 'y videversa.

He aqui un ejemplo.de un pir .de ndtrieros que _son

reciprocos, per; IVAlguno de ellos es el otro

invertido".

(a) t

(b)

t ,

- 7) obs§rvese que 4 es raciiInAl..

+

(t + 1)(t2 - t 1)

(s + 2).(s - 2s + h).
(3x 1)()9x2 - 3-x + 1

98
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* ( b )

(c).

(a)

( t 1)(t2 t + 1)
(s - 2)(s2 + 2s + 4)

(2x - 1)(x2 + 2; + 1)
1.

12-4. Cuadrados perfectos

Isigina*332. Ejemplx) 1. Un.polinomio cuadr,Atico x2 +. px q,

donde p z q Son enterol, es un 6uadrado,
perfecto, si 9. solamente si:

(1) q es el cuadrado de un entero m.

(2) o bien p = 2m 6 p =

Respuestas4.2. Conjunto de'problemas 12-4a; pflgi.lias 332-334:

1. 4(a-)* .9

(b) 16

C 36

.(41 t
2

(e)
x2

(f) 10u

(g) 12s

(i) 5

-(j) 2.,h; el oero*debe.tambidn

aceptarse.

(k) 2435; 3 podria,aceptarse.

(1) 4t2

(m), 16v2

(n) 56xir

(o) 4

(h) 9: (p) A 6(r , 1)
t.20"

per-
.

fectos.'

'(a) (a - 2)2

(b) (2x - 1)2

) (x 1- 2)(x +

(k) 5(4 - x)

()) No es factoriztble sobre
los enteros.

2) (111) No es factorizable sobre
los enteros..

(n) 'No es factorizable gobrt
. los enteros.

No es factori-
zable sobre los
entevls.

9 9
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(e) (2t 3)2 (0) 2a(a 5b)2

(f) 7(x + 1')2 (P) (8 5)2

(g) No es factori- (q), (e:- 6 - 2)(t + 6)

zWple sobre los or
enteros. *

(h) (.2z.- 5)2
(1;) 1)2(x 1)2

(1) No es factori- (s) ( 2'2' + 8)2
zable 60bre los
enteros.

/

(i) (3a 4)04 -

(a) x2 426x + 9 (e) X2 - 2,xy 4- y2

, (b) x2 - ItSt + 4 (f) x2 - 2x + 1 - a2

(c) + 2.4r + (g) x2 - 2x-+' - a2

(d) e2 + 2ab + b2 (h) *5 + 2 IT*

(1) 1002 .+ 2'100.1 + 1 .10,201

yggina 334. Ejemplo 4. El mdtodo de completer el cuadrado

4
se trate otra vez en la secci6n k12-6 pare poll-

nomios spipre los ridmeros teales. Se la tembidn

en los Capitulos 16 y 17, al estudiar la cons:

tKucciOn de las grgficas de polinomios y

funciones cuadriticas.

Ejemplo 5. 0bs4rvespue hemos demostrado que

el conjunto de validez.de esta.ecuacidn es el

conjunto vacio. Con otras palehres, no llegamos

a la conclusion de que es vacio, sOlo porque no

podamos encontrar soluciones con nuestros mAtodcs.

'de factorización.

Este ejemplo sefiala la relaciOn eritre "fac-
.

torizqr un polinomio sobre un conjunto" y

."resolver la correspondiente ecuaciOn polin6-

mice>. Si una ecuaciOri polinOmica tiene

soluciones'que son enteros, entonces el



401;

lb

polinpmio puede ser factorizado sobre los en-
,

teros, y retSprocamente. Si la ecuación

polinOmica tiene soluciones que son ndmeroi

reales; entonces ei pblinomio pgede ser facto-

rizado'sobre Yos ndmeros reales, y reqfproca7

smente. Asi, si una ecuacidn po1in6m1ca tiene un

conjUnto de validez vacn, el polinomio no puede

ser factorizado. La conclusión,en el Ejeriotplo 5

.2
es Ape ,x - 8x + 18 no puede factorizarse

sobre loS ndmeros reales. ,

Respuestas a1-Conjunt6 de problemas 12,41); pgginas'335-33.6:

I%

kg.

(a) x2 + kx + 4 1 .(x +-2-)2

= (x + 2 1)(x + 2 +
= Sac +'1)(x +

(b) (X 4)( -.2)
1111

(c) (xi- .11)(

(d) (x - 6)(x - 4)

(e) (x 12)(x 2)

.(r) '(x 1)2 it(x + 3.) 2 2

3) -73
2

= (X 3 - 3)(x -.3 +3)

= (x 6)k

(d) ninguno
(e).p.. 4

2. (a) - p = 1

(b) p 8 6 - -8

(c) todos



1

(a) y2 lOy + 25 0

es equivalente a

- 0 .6 - 5 0,. .
ft_

Ei conjunto devaljdez es( 5 )

(e) 9a2 + 6a + 4 0

9a2 + 6ao* 1 + 3 iO

(3a + 1)2 + 3 0

(3a-i-1)2esk O para todo a.

Por tanto, el conjunto de validez es vac 0.

.(d) El conjunto de validez es (2):

(e) E1 conjunto de validez es (0,2).

(f) EL conjunto de validez es 0.

(g)' gl corijunto.de validez es

*(h) El chnjunto de validez es [4,. 6)..

e

12-5. Pclinomio% cuadrAticos

Esta secci6n, junto con las tres secciones precedentes,

comprenden todas las técnicas habitualesipara factorizar

se encuentran en los cursos corrientes de Algebra elemental.

Aunque estas tAcnicas son importantes, no son definitivas.

Las ideas en que se funda la factorización deben sehalarse

al.estudiante en cada oportunidad. El'texto.contiene muchos*

ejercicios preparados para afinar las técnivas de factelri-

zación del estudiante. Los.4ue se asignen deb escogerse

con cuidado. No debe abrumarpe a los estudiantes con

multitud de problemas de pura habilidad ni deben evitarse

102
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,

loS problemas de, "ifieffs1.1. A:veces noS vemos -tentados a

'`,tratar la fagtor.izlici6n en una,'"forma mecanica y asf pemitir

qt:te los es tu,difintes daigan en la trimpa de mianejar clega-
glente los srmbolos.; Este peligro existe siempre cuando %se.

iice hincapid en las, tdcnicas, y es al maestro a quien/c9rres-
.

'pollae mantener 1a debida i3e-rspectiva en estas situtciones.

PliOna 338. gjemplo, 3 '.x2 10x + 36 tampoco es factori-
. ,

zable, porgue 10 es,muy pequefio. El mfnimo.
'Valor posItivo .p,--par.h el °alai \

x+ px + 49 es',..factoiizable es% 14, ty eEto da
cuadrado pèrfecZo..

x2 +.13x + 49 no es
v

- es muy pequefio.

x2. + 14x + 49 = (x + 7)2

factprizatae, porque 13

El polinomi.6 x2 + 401.c..+i36 no es factori-
zable, pcirqu.e 40.es demasiad? grande. De igual

4'. manera, x2 - 38x 36 no, es' factorizable,
porque 38 es demasiddo grande. x2 - 50x.+ 49 =
(x - 1)(x . .- 49) ., 50 es el. valor. absoluto mayor

p puede' teller .para- 'clue
.x2

+ px + 49 sea

factorizable. .176anse los problemas 4, :5, 6,mils\

Respdestas al Conjunto de probless

1. (a) (a

(b) (a

(c) (a

(d) (a.

2., (a) (t
(b) (t
(c)' (t

+ 3)

- 5)(a 3)

+ 5)(a - .3)

- 5)(a + 3)

-; 2)

20)(t +

+ 5)(t + 4)

12-5a; paginils 3,9-142:

(d) No es factorizable sobre

1

los entptos.



4a) (a + 11)(a - 5)

(1/) (It - .3(3t -

(e) '(.1 .1., 6)(u - 4)

(d) 1E1)(y-1-'1)
0

(e) 110 esfactorizable sabre los enieroi.

4. (a) (x - 4)(x - 3)

(b). -(x + 12)(x-L-

JON -(x + 6)(x -2)

(d) -(x 4- 12)0C 1)

(e) -No es factorizable Sobre los

5. (a) (a - 8)
2

'(b) No es factorizable .sobre
(c) Noies factorizablè sobre

(a)

entéros.

407

los enteros; 8< 24 64.

los enterps. Puesto

que 2 es un factor de 36, y 64 = A, los

doses se .dgben 'separar. 32 + '2 6, y cual-

quier otra repartici6n de factores da sumae .

menores.

(a

No

(x

No

No

(h

- 16)(a - 4)

es factorizabld

- 3)(x + 3)

es factorizable

es factorizable

- 13)(h + 13)

(z 3t- 8)(z 3 + 1) 6

Sobre\los

sof)re los

sobre los

entqKos.

pnteros.
-

4enteros,.

(b)

(C )
(d)

(z

( 7)(b

(a - 3)(a +

(Y - 3)(Y

2)( z2!+ 2 ; + 4)( + 1) - z + i)

2)(b g)

2Aa + 2)*

+9)

191

a
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I.

8. (a) (a'..+ 7)(a

(b) No es factorizable sabre los enteros.

(c) (a ,:,12)(a - 9)

108 = 2
2
-3
3

/4173ses un factor de 21, p'ero 2' no lq es, de modo

que los treaes se separan,, pero los doses quedan

en un factor. Asi,'(3-22) + (32) = 21.

(a + 40)(a - 15)

600 = 23-5
2

De los facttyes 2, 3 x 5, s6lo 5 es un factor

de 25, de modo que los cincos se separan, pero

los doses quedan.en el mismo factor.

Asf,pues, (23.5) (5.3) = 25.

(a.) 3(Y2. .43T 4) 3(Y 2)2

(b) x(x2 + 19x + 34) x(x + I7)(i + 2)

(c) 5a(a2 3a. + 6)

(d) 7(x - 3)(x. + 3)

10. (a) El conjInto 4e validez es Di,

(b) El cimjuno de validez es [3,2) .

(;)a El conjunto de validaz es (4,9) .

(0- El conjunto de yaliddz es (0,

(e) El conjunto de validez es (6,1),

4f) El conjunto de validez es (3, -2).-

(6 conjunto de validez es (-4.3).

(h) El conjunto de Neilidez es 0.

11. (a) Si x es el ndmero, entonces x2 6x + 7.

El conjunto de validez es t7, -11

El ndmero podrtia ser o bien 7 6 -1.

r
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*(b) Si'la anchura del rectgngulo es w pu1gtdas,

entonces la longitud es w pulgadas,

w(W' +,5) =134.

El conjunto de validez es [-12d).

Asi,.el ancho del rectgnguio es 7 pu1gad4s.

(c) El ntimero es o blen.1 6 9.

Si la longitud de la hucha es x Oes, entonces la

.anchura es 12 -.x pies, y 70 = x(12 -x)2.

La longitud de la hucha es 7 pies, y la anchura es
0

5 pies.

13. El 'euadrado tiene 6 pies de lado, y el rectgngulo

tiene 12 pies,de bargo y 3 pies'de aacho.

*14. Sup6ngai que (x + m).(x + n) -'x2 + px + q.

Entonces, mn = q + n = p

Tambidn, (x m)(x n) = x2 - +n)x + raw. x frpx +q.
*15. x2 + px + 36'es -un cuadrado pergecto para p = 12 6

p = -12t 12 es el.mAlimo valdr de ipl para.que
Is..

x
2 +'px + 36 sea factorizable. Los valores de p.

2para los cuales x '+ Rx + 64-eg facprizable sé
Aobtienep como sigue (obsérvse que p = m + n, donde

.6k.
mn = 2 ):

m.n

111

25 * 2

m + n

65

311

20

23-23 3.6

1 )6
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a

.tt

Los valpres,positivos de p son 16, 20, 34, 65, y

los valores n9gativos son -16, -20, -34, -65.. Los -

cuadrados perfectos se obtienen para p = 16 6 p =.-16.

Obsérvesfeque 16 es el valor-. minyno que 11)1 puede'

tener.
A

El estudiante debe poder generzilizar los resul-,.

tados de los dos ejemplos y conjeurar que 2n es el

valor positivo minim° dt p para el dual
J.

px + n? es factorizable que esto da el-.cuadra-

do perfecto, kx ± n)2 .

El valor mAximo ift p para el'cual x2 + px'-1- n2
a

es factorizable es n2 + 1, y en este caso,

' 2 ., 2. 1

x
2 + px + n la (X + l) kx + 'n )

,s.,

.
!,

Los resultados anteriores son casos especiales
. t

del siguiente torema general,'cuya demostraci6n es

demasiado diffcil pare la.mayorfa de los.estudiantes.

Teoreina. Consid6rese el polinomio cuadraltico

x2 + px + q, donde p CF son enteros poiitivos.

Entonces:

(1) El Valor milximo .de p 'para el cual el polinomio

es factorizable es q + 1.

Ervalor mfnimo de p par.a.el cual el pólinomio

es factorizable es m + n, donde mn = q, y se

toman m 2 n lomAs pr6ximo que sea posible.

Degi4traci6n: Sup.6ngase que (x ..il in)(x + n) = x2,+ p;c + q.V,
(

Entonces, m+n=p i mn = q. Obsérvese que

(m + n) 2 : (m - n)
2 = 4mn para todos los valores

t

....-

de m i n.viL Por lo tanto, p
2

= 4q + (m - n)
t , 2

1 fj7



Se deduce que.p, yYpor lo\ta/to4 p$ tendra su

mayor valor cuando (m n)
2

es lo má grande posib1e..
f.

Esto ocurre'evidenpemente con la factorizacial ,

/ 14

q =-q.1, dando p=m+n=q+ 1.

. De igual manera,- p2 ,,y, por lo tanto, p 1:endrfi'

.su valor pinimo cuando'(m n)
2 sea lo4nás pequefto,

posible,,esto s, cuando. n eãtdn lo rags.cerca

posible uno .de otro.

Respues&ts al Conjunto de problemas 12-5b;.páginas 346-349:

1. (a) (x + 1)(2x + 3)

(b) (2x +. 1)(x + 3) ,

(c) No es factorizable sobre los enteros

factores con losorales tenemos que

1, 2 y 3, asf que 1a suma-mAxima es

2. (a)

'(b)

(c)

(a)

(b)

(c)

4. (a)

(b)

(0)

(a)

(b)

(a)

(b)

(c)

(3a' + 73(a : 1)

- 7)(a + 1)-

-(3a *4-7)(a - 1)

(Ity + 6)

(x + 8)(x - 4)

.(4a - 1)(2a + 3)

Lo's dnicos

trabajaP.son

No es factorizabIe sobre los enteros.

(3x + 1)(x - 6)

+ y - 2) 3(Y + 2)(Y - 1)
'

(3x - 2)(3x + 2)

(3x 2)2

(3x + 2)2

(3a + 2)(3a - 1)

3a(3a + 1)

9(a2 + 1)
-.

00.

a

,
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3:(x .-.3)(4x - 5)
,.(b) (5x + 9)(2x + 5)
(e) 15)(5x + 3)
(a) (6 + a)(1
(b) :-(3x + 1)(x - 6)
(,?) (Tx - 2)(x + 3)

) (p+ c1)2

{141) . (2a - b)(2a - 711)
t.

.2(5.1c.*,- TY )

10. (;.). 2a2(a2 + 10a + 25) 2a2(a

(b) ,b(a2 9tt + 25), a2 - 9a + 25 no .4s iaatorizab e,

.spuesto que 9 . 245.
.)(43) (2a- t 5)(A.

Al. (a) t,(x,- 25)(x + 1
(b) ,(x 6)(6x +.-k25),

(C) 6(x + 5)2.

(ci) (x - 6) (6x - 25)
t(e). 6x2 + 25x +.150p- es c tori a

. 4

enteros.

t
. .

(f) (3x 10)(2x +

Ag) 3(x - 2)(2x - 25)
(h) 3(l't 2)(2x +"25)

Sobreilos

.12.. No. Hay solamente un fsctor 2 en el coeficiente
2x y ninguno en el t4rmino constante. Por, lo tanto,

obien el producto intern() o.el producto externo
tehdr4 1.11a acior 2, pero no ambos. De este modo, la
suma de /os prQduct6s interno y externo ser6 impar.

13. ST. -3x 2 + 5x - 12 .(3x - 4)(x +
-

14.. (a) .8x
2 + 10x - 3 = 0

(,4x - 1)(2x + 3) = 0
. es 'equivalente.
4x - 1 ,= 0 6 2x + 3 = 0,

1 3.
6 x =

109
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a

4 I)*El conjunto de validez es{

( ). El conjunto de-validz es 3' 2
11.

(c) conjunto de valideves (- 2).
3 2

a2 + 15 no es factorizable sobre los ente-:(d)
.

ros.
Si se escribe

a2 - 4.4-1,. 4 cis 4 + 15 = 0
(a - 2)2 + 11 = 0
resulta claro que e. conjunto de validez e

vacio.
4

15. (a) El conjunto de validez es (
2

(b) El conjunto de validez es (3, 3).

(c) El conjunto de validez es (-1, 3).

16.

(d). El conjuntal-de validez es

(a) (w 4)(w + 4)

(b). (x 1)(x * 7)'

(c) (y -1)(7' + 7)
611 (a - 5 - 3b)(a - 5 + 3b)

17; Si x . es uno de The ntImeros, entonces 15 x es el
otio ndmero, y

x2 42.=

x`2 + 225 - pox + x2

2x2 3ox + 88 = 0 .

2(x2 15x 4 44) . 0

2(x --4)(x 11) . 6

conjunto de wilidez es (4,11)
Lod mimeros son 4 y 11.

1 f)
4.
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18. SI la 4nchura del rectfinguro es w pulgadas, su

longitud ea w+ 7 pglgadm, y w2 + (w +.7) 2
13

2

. w
2
+ (w + 7)

2
n 13

2

El conjunto -de validez es (5,.-12)

La anchura del rectgngulo es 5 pulgadas.

19. Si n es uno de los ndmeros, n 8 es el ctro n4-

mero, y

n(n - 8) 84.

'El conjunto de validez es

Los dosndmerps son 6 y'14,: 6 .-6

20. Si q es un ndmeio impar, entonces q + 2'es el

ndmero impar.siguiente, y

q(q + 2) 15 + 4q.
.

El 'conjunto de validez ea(-3,5).

11.9s ndmeroa son 51y 7, 6 -3 y -4.

21. Si Jaime camina con velocidad de, x, millas por h9ra,

11.

'Guillermo camina con velocidad de x + I minas por

hora.

. En una hora Jaime camina x.1b rni1las, .y. &Merino -

camina (x + 1)-1 millas.' EntonCesei

(xl) + + 1).1)2 5
2

.

2

Ef conjuhto de. validez es (-4,3).

Jaime camina con velbcidad de 3 millas por hora, y
)

Guillermo camina con velocidad de 4 minas por hora.

22. Si la longitud de la base del triangulo es b pul-'

gadas, la altura del trigngulo es b 3 pulgadasoi

4b)(b - 3) = 14.
2

El conjunto de lqilidez es (7, 44)..

La longitud de la base del trigngulo es 7 pulgadas.

111
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23: Si la anchura del rectingulo es wLpies,

w(14 w) = 24.

.415

El conjunto de validez.e [12, 2).

La anchura del rectgngplo es 2 pies,, y la longitud

es 12 pies,
r r

12-6. Pdlinomios sobre los ndmeros racidnales o sobre los

.ndmeros rei1es

La,idea principal aquf es que un polinomig oftle no es

factorizable 'cuanglo se considera comp un polinomig sobre los

enteros, puede ser factorizabie cuando se considera cano un

-miembro de la clase más amplia de todos los polinomios sobre

los ndmeros reales. Con otras palabras, la factorizacidn

depende de la clase dd"*polinomios que se estg consideraRdo.

Esta es una buena ocasión para plantear la cuesti6n5de
.

si se puedemo no'factorizar el polinomio 'x2.+ 1, si admi-

timos una
*

clue, pars

clase mils aMplia de polinomios. Puede'sefialarse

factorizar x2 2, tenfamos que pasar delos

ndmeros raciónales los,ndmeros reales, y pars factorizar

x2 + 1, debemos paw de los ndmeros reales a los ndinros.
\

complejos, que se estudiarign en un'curso posterior. Observese
I ri 4

también el,problema correspondiente de. resolver ecuaciones..

2La ecuaci6n x - 2 = 0 no tiene aoluciones, si solamente se

permiten ndmeros racionalds, pero sf tiene soluciones, si se

permiten ndmeros reales. Anglogament , la ecuaei6n.

x
2+ 1 = 0 no tiene solucionqs, en el c njunto de loi ndmeros'

reales, pero sf tiene soluciones en el conjunto de los nd-

meros complejos.

,



Respuestas al Corilunto de p4oblemas 12-6; piginas 352 354:
. . - .

1. (a) .g..8.2 4 2 2= 5(a 2) sobre los Timeros racionales
- .

t I

.7177 g-(a - 17)(4 +.1-g) sobre los ndmeros males

2,.

(b). 17tk(1 3u2) sobre lbs ndmeros ra'cionales

17U*13. -.*./.3.u.)(1 u) sobre los ndmeros realea

(c)t3 3-b 1+ kt= It(t2 6t + 8)
2 - 2

a.

7 .0

Irt 4) (t - 2) sabiE. log/ ndmeros
raci,onales

kt2 + '8t lt(t - 8t + 16)

1rt(t'- i.)2sobre los ndmeros racio-:
miles ,

(e) 16 = (a2 4)ta2 + 4)

= (a - 2)(a + 2)(a2 + gobte .los pdmeros

racionales

(.6 4x2 + 9no es factorizable sobre Losnimeros reales.

(a) 2x2 - 6 . 0

2(x2 - 3) = 0

2(x -'43)(x = 0

es eq4valent4.a

. (x .1-3)(x +.r5-) 0,

que a su vez es equivalente a

x = 0 6 x + .o.
,E1 cbnjunto de validez es (T3, 4-3).

()) El conjunto de validez es (0,

(c) El conjunto de validez es (0).

a

1 3



*5.

(a) x2_+ x = (x2 + 4x + 1 - 4
(x + 2)F ( ,I3)2

.(b) x2 + kx + 2 = (x2 + 11-)C -V 2 - 4

(x + 2)2 (

t(x'+ 2 - #.17)(x + 2 ,r-2)

(c.) x 43t 3 (x + 3)(x + 1.)

(d) - 6x 4, 6 = (x2 - 6x + 9) + 6 - 9

= (x - 3 - ,(3)(x - 3 +,r3)
(e). Y2 13)(Y +
(f) (z

(g) (s 5 - 2 Nig)(s.- 5 + 2

(h) ,2(x - 2 - 2 + .13)

(a) y2 +

(y - 2)2 (vri)2 = 0

y -.2 - 4r= 0 el y - 2 +

Y = 2 + -f ó. y .-p
31, 4Las solueiones son 2 + y 2

(b) Las solueionis son .3 4- .4-1 iy 3 '"FS.
(c) Las solliciones. son: 5 -4- 416. y 5 - 4-76 .
(d) No hai soluoidies. a

(d) 4-5

(et)

1 4

#

417
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v..11

46. (a) (a + 44(i -Fk, 4?)

(b) (y +at_ r4.--

No es faatorizable sobre os reaies.4
El conjunXo de .ralidez .es 3 ti3+

Ni.,2 2 2 2'

(b) Las 2+ .161 7 _NMIsolucignes son y 7 2

(c), El conjtinp de validez es
, .

(d)

(a)

Las soliones son -1 1y -2-.

2x2 112x - = 2(x2 i)

2(x2. - 6x + - 9
((x: 3)2

= 2- (x - 3

`4

Ci)
1 .

(0) 5(a - --T6X a - --T15)

(a).* 6.

(b) ,

(c) 4.

115

a

)
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12-7. El álkeLa 'de las expresiones racionales

Sevin indica el tltulo de este secci6n, esperamos que el*

Is
estud ante empiece a'Arse cuenta de que, al tratar con expre-

siones ares caw' los polinomios, en realidad'irata coz_Un ,

slstema. Puede ser natural'el abadir a esto en la class si
.

-

se presentaI&oeortuni,dad,
J

aunque probablemeflte no es
4

oportuno en este momento el dedicar a ello una es.pecial -

atencian. Los mejores estudiants, al menos, deben ya darse'.'
. ,

cuenta'de clue duestro trat;ajo con expresignes se ba'sa. en'las
-

.

operaciones de suma yalultiplicacit5n,*Tie poseen algunas de
. . .

las.propiedades de las operaciones correspondientes paTa los

ndmeros ceales. Como blemos recalcado muchas veces que estas

operaciones y sus propiedades son lo que da sstructura al

.sittema de Ios ndmeros reales, dichos'estudiantes deberifi

eitar pr gcticamente dispuestos para ,p6nsar sobre el sistema

'de la's expresiones, en esta forma mgs elaborada.

La analogla entre exprSsiones ricionales y.ndmeros racio-

nales y efitre polinomios y enteros deberg puntual4arse.

Obsgryese que el cero (asI como el 5, por ejemplo) es una

.expresi8n racional: De hecho, el cero puede considerarse

como un polinomio sobre los elteros. Si -A y B son extre:

siones racionaIes, ,entonces B, A - B, y AB son eyidente-

mente exprel'iones racionales. Tambidn, es una expresión

racidnal, si B no puede escribirse como la expresi6n cero.

Sin embargo, pueden iponerse restripciones en el dominio de

las variables que intetvb,nen en B pare evitar la división

por cero. Un ejem?lo de una expresi6n que puede.escriiirse

como la'expresii5n cero, es el siguiente:

(x + y)(x y) + y, - x2

II d



Puesto que

(x + y)(x 37) + y2 x2

pare todos lOs valores L- l'as variables x e y,

tál como- ,
4 x 2 2

y) x

no es un numeral para cuales era valores de las variables,

,y, poi tanto, .no pude ser Adm ida como una exPresi6n

racional; adn con el convenib de restringir el dominio de las
.1

variables. Las expresione que pueden escribirse comb la

expresi6n cero son Drecisamente aquellas que 'representan el

n ro cero para todos los-ivalores de 4's variables. Ccin

otras palabras, son."iguales a. cerO" en el sentido de la

definici6n mencionada en.los comentarios *.paiminares en

este capitulo.

Respuestas al. Conjunto de problemas 12-

1.
3x - 3

x2 - 1
x + 1

2. x2 si y

x + 2
51T1 si x / 6, x /-1.

4. 1 + b si

5.
(x + 31(x + 1) si

x x / 3,

6. 1 si x 1, x - 1.

117

gina 359:

A
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. . A.

12-8. Simplificaci6n de sums de expresiones recionales
'1"- ,

Respuestas al Conjunto de proidgmas 12-8; páginas 362-363 z

:;i- 33-t =
2 x.2

?c2.. 5 37..7
1.5; ..2...2..

5x,..N

.. 1 .... bc .1 . aa 4. l ab
ii ri + 5*ac -6-is3. 12:

5.

7.

8.

9.

bc .Ab be. + ac + ab
7 117 + INF abc

1 1 1 . 2 .1 . : 2a2
la * ---ps

2 a 4a2 2 - a - 4a2.

+ 1 z= x 5 + x 1 4 + x
x 3. . x - 1

2 rn - 2 4: 2 . m - 1
m-777-72 17.4-1 iii=a r-.--.7 .n-i=

- 6 + 2m.- 2 5m - 8 A
(n - 1)(m :- 2) 7' (m '-. 1)(m - 2)

x X X . X - X . x + 5
2.----1--3 3.77-7 7-4-7-5 x - 3 Tc----7-5 , x + 5

5m n

x2 2

(x x y)

5a - b

x2. - 3x - x2 - 5x 8x
cx + -5)-(x 3) = (x+ 5)(x -3)

S.

421
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10. s'I 21
x 9

12. 7a -_7b-+ 6
a-- b.)2

1

6a - 10
3.11.:- a 5)ta.'+11

SX.15.
- 2)2 (x..1., 3

2
16. 'Y I°

2Y

' 17: a(a9+ 3)

b + 2
.18. 5)

2x
19. x x 1

11a4G+ 6 *20. sa a _ 5 +

2. x y

ab
* E=1.

a

a

'24. 'El codjunto es crrado respecto de estas operaciones.

EsperaTos que el'estudiante.se est4 ya dando cuenta

4- .ae que se trata.de otro sistema.

.41
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, 12-9; Divisii5n de polinklios

-La idea fundamental en esta aección estg representada pot

laisiguiente propiedall del sistema de los pOlintimios:

Sean N D,polinomios, cons D diferente de'cero.

Entonces, eiisten polinomios Q B., con R de grado

menor que IT, tales que ,N = QD + R. Ai

Esta propiedad es angloga a la siguiente prbpiedad del sis-
.

tema de los enteros: N'

Sean'n d enteros positivos, con d, diferente de

Entonces, existen enteros positivos q r, con r Anot%

que d, tales que n = qt1 + r.

La analogla de estas propiedades explica ademis el

paralelo entre polinomios y enteros. Justatente lo mismo

que el proceso de la divisii5n en aritmdtica es un procedi-
,

miento sistemgtico para obtener los enteros qi r; asf-

tambign el proceso de la división de polinomios es simple-

mente un procedimiento sistemgtioo para obtener los poli-

nomios Q R.
A

No debe permitirse que la tdonica de la divisi6 oculte

la idea en que se base la divisi6n. De importantia matemg-

tica,aquf, son las propiedades estructurales del sistema'de'

los polinomios, implicadas por la existencia de Q R.

Este es otrp caso en el cual una tdcnica tfpica en/Algebra

elemental, puede sex* provechosa al desarrollqr algunas ideas

matemgticas importantes.

12n
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Respuestas al Cpnjunto. de problemas 12-9a; pigina 367:

1. (a) 7:22a2 - 7a..4212

(b) -2x3 2x2' - 7x

(a) -2y2 4- 4y.- 5
. 0

(a) 13a - 20

(b) 11.x2 - 6

(0. 2Y2 lly - 16

4:1) 9

+ 8

Respuestas al Conjunto de problemas 2-9bf-p1gina 368-:

x - 21 2x - 3 = 2x(x 2)-+ 3

2x2

'3-

Asf 3 2.x? - 4x + 3 -= 2x(x - 2)

2x2-
itx + 3

2. 4x (2x )(- 2x + 3)

y

3.
3 22x - 5x - 8x + lo 2 4r 11

, 2x + 3 te = x kx + 2 + 2x + 3

4. 2x3 + 5 = (2x2 + lox + 60)(x 6) + 365

22c3 23c2 + 5 ax2 + lox + 60 +x 6 x

,5. 2x5 + 5x2 + 2 (2x4 + 2x3 + 3x2 2x ,- 2)(x 1)

2x5 + x3 5x2 + 2 2x4.+ 2x3 3x2 - Rx - 2x 1

12,1

a*
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3x3 2x2 + ik +.5 xt + 5)(3x I)

3x3 2x2 + 14x + 5 x2..
32E + 1

,
Respuestas oL Conjun to de pfoblgmOs1.2-9c,;

1. x - 3 I it3 erx .-

x3 3x2

ginia 370:

11

a

To' "ix**- 21 2 ..,
,

. :20 .

is.
:

Compiobacieln:(3.t2 +. 1 AtE ' ) + 29 = x3, - 3x2 1 7x - 1
'I"' 2 -.A.

Thr lo tonto , x3 ;Jc + 7x - -A = it2 II. 7 +
. .

x - 5

a

2. x 3

x3

It. 5x2 lOx +' 9 + x7+11

5. 2x

6. 2x2 x - 1 +
2

7. x3 + x2 + x +-1

a

el

a

425

i 8. (..,x3 - x2 + x - 1 + .---2i,i.
.

. .

9. x4 -: x3 + x2-

210. 1
5 + )377:715*

Nota: El coc ente es un poli-' .
nomio sobre los ndmeros racio-

. A_ nales. . .

,.
U. Tx. + i 2x + 1

1
1 T12. + v. - <
..t 2x + 1

4

41
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s

13. INT = QD 4711 -
.-

- 43_,,...R = 0, entOnces i zi= QD y D-. es un faCtor de 114

., .Por tanto, si ssedivisde Isl *pox.. D y no bay residuo,
. .. -

entonces a es Un factor de N.

s

x +s ?:ic + 7,x2 + 1x 3

2xik

kx3. 7x2

4x3 3.2x2

5x2 + 14x
.5x2 15x:

2X3 - kx2 + 5x - 1.

Ass, 2x4 '+ 2x - + 14x - 3 (2x 4x2 + 5x - 1)(x + 3).

Respuestas al Conjunto de problemas 112-9d; spAgina 372:

1.- (a) 2x xs9

(b) 5 2
gx + 3

4

(r)

(g)

2x - 2x + 5 +Tx

12x - 1 0x + 2+

x + 2x 2x - 1

x2 + 3

8x-j.

(h) 3x2 x + + 33x- 4

4

Wt.



a

4.1

2
ci..) 3x x x

3

(a) 3x - 5x + 1

(b) 6 x3

2x2 + 2x-- 1
5)(2i4 c

?

yPor lo. tanto, 2x4 + x

427

no ea un factor de

4;c8 + 2x54- _20x2 10x + 25.

:13.espuestas los problemas de rep!tso; p4ginas 375-382: '

1. Todas son expresiones ractonalei, ex'cepto (1), (j),
(k).
(a), (b),. (c), (d), (e), (f), (g), (q), (r), (s);
(v); (w) son polindmiqs.

At, (b), (r) (v), (w) son poltnomios con una

I variable.
(a), (b) (d), (q), (s), (v) son polinomios

sabre los enteros.
(e), (f), (g) son polinoMios sobre los nilmeros

racionales,.pero no sobre los enteros.
(r), (w) son polinomios sobre los ntimeros reales,
pero no sobre los ruimeros racionafes.,



, 428

2. k(a) 6

3a2

(c) (x + y Para ritimeros negativos (x

(a) 4 1:5 - 6 17

(b) 2 1.-6-+ 2 + 2

x - 1
(a) (x 24)(x + 2)

(b) No es factorizable sobre los enteros
(a), 3a2b3(a. 2 2 + 4a2b)

(e) y)(x + y) + 2(x - y)(x - y) - 3 (x y)(x

= (x y) '(x + Y) + 2(X - y) -3 (x Y)2)

(x + y + 2x - 2y 3x2 +16xy - 372)

(x y)(x - 3x2 + 6xy - y )
(f) .(3a - 2)(2a - 5)
(.g) (3a - 2)(2a + 5)

(h) 4(x - y) + 8(x y)2 - 2(y - x)2 Obsérvese que

= 4(x - 1)3 +.6(x - 3)2 = (x --Y)2

2*(x y)2 (2(x y) +
2(x - (2x - 2y + 3)

(1) x2 + 2ax + a2 bx ba x ca

(x + a)2 (x + a)(b + c)
(x a)(x- b

37)

4



,

(a) Los factores positivos 'cite 12 sod12,
-6; 2 ,
4, 3

k puede ser 13,, 8, 7.

(b) 4- 1,4. 5,
= 2 + 4

A 4..

k puede ser 5, 8, 9

(c) 6 '2/5.=.3.1-5=
4)2

2
(a)

(b) 15b2 + r.s:b 1 5a2
2

a 2b
ab(a b)

x2

x3 + 4x2 x - 1
,

2x2 - x + 1 -

2

4x + x3 + x2 + x + 1

(a) si x / 0

(1[;) (25), '1st 7 ,4 0, y 5

(c) x 1, x )z -2 .

;AA.

1 6
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n 3,

222' 20-77), i3i . x it 3

(h) 1x12 lxi m 12

T12 a* 0

( N + '4)( 3) . 0
lx 4 . b

Si

9 + 3' . 12

Por 10 tantp,.el conjunto de validez es (-3, 3)

S.

ix).* - .

1xl 3

x -3

n + 3) - n ((ri n)(n + 3) +
= 3 (2n + 3)

10. x - 31x k _ 5,x3 + 6x2 - 3, 1.3 2..2

2x3 4 6X2

2x3 + 6x2

-3

Por lo tanto,

x14 - 5x 4- 6x
2

- 3 - 2x2 ,)(x
,3

asi que x 3 no es un factor.

1.27
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11. .(a) El grado.de R s menor que 3.

0) El grado de Q. es 97.

. (a) Cuando utilizamos lae igualdad pare indiear que

tale expresi6A estA "escvita en" otra forma, se

eritiende que la ecuaci6n es unenunciado cierto'

F;ara todos los valores admisibles de las vari-a-
,

bles. Por 10 tanto, en este caso, el.conjunto.

de validez consiste en todos los ndmero

431

.1

'reales.

(b) Podemas asignar cualquier valor a i. ar

ejemplo, si. x, = 0, obtenemos
)

1 = 2-(-1) + R,

y, por*lo tanto, R = 3. Un valor mejor es

x a. 1, puesta que en este caso
,

244 +1 2(13 + 12 + 1' + 3)(1

3 = 2*4**0 + R

3 = R

La idea es que con este.vaior de x el primer

término en el miembri) de la derecha de la

ecuaci6n es autaméticamente cero, cualquiera que

sea el-ndmerc; 2(x3 + x2 + x + 1). (V. el

pr6ximo problema.)

13. En este problema -no conocemos Q, y serfa trabajoso.

obtenerlo. Sin embargo, la elecci6n de'l para valor

.de x da

100 17
+ 3-1 - It- (xi R

7 = Q. + R

7 = R .

Por lo tanto,'obxenemos el valor de R, a pesar de no

saber qué pdTéro representa Q cuando x = 1.



4.32

1 . (a) Q 68 de grado 7

(b) Si R = 0, x 1 es un factor de 4x8 + n.

(c), Si x 1, entonces

4.1
8

n = Q.0 + R

4 + n R

15.

Por lo tanto sL n = -4,%entonces R =

,x+ 31 2x1
), 6 6x157 15 1

2e17 +-6x16

6x16 5x1 5 1

6X16 -,18x15

3.3x15 + 1

Por lo tanto,
17 15'2x - 5x + 1 = (2x1 6x15)(x + 3) + (13x15 + 1)

16. Teorema. Si 'a b sçn mimeros reales posi,tivos y

distintos, entonces
4

a. + b ra'13.
2

Demostraci6n Si a + b 2.ZE > 0,

entonces + b - 2 4.7iTh + 244Th > 0.+

(Propiedad aditi4a, de la ordenaci4n)

.

6 a + b> 2 NrirD.rPor 10 tanto a + b
ab. (Propiedad multiplicativa

2
de la ordenación)

Por lo tanto,..s6lo debdmos demostrar que

b 2 rib > O.
ObsérveA que

a + b - 2 ra-TD a 24 71)
Ta tib)2.

129



.Siendo a i b,

Puesto'que el
"
tinto de cero

433

tambiéri4i1041),'y asf, - 41; A 0.

cuadrado'-de cualquier ruimero real dis-
,

es positivo, se deduce que .4

'a + - 2 ral > O.

17. Si x es el ndmero de minutos tranwirridos hasta
1 x

que se encventren, entonces x 6 es la.
30 30

porcidn del trapajo total hecho por un muchacho, y

1 6 x
x- --- es la porci6n d61 trabajo total hecho

'45, 45

porel otro muchacho. Después de transcut...rir x
.

Autos, las dos fracciones deben sumar 1. Entonces,,

= 1, x = 18.
30 45 .

18. 'Si n es el ndmero de libras de bombones que se

venden a $1.00 la libra y que se han de usar en la N

mezcla, enton6es 40:- n' es el ndmero de libras de

bombones 'clue se venden a $1.46 la libra y que,se han

deusar en la mezcla. Luego', (n)(100),es el,valor en'

centavos.de los bombones mgs baratos empleados en la

mezcla, (40 - n)(140) es el valor en centavos de los '
bombones Bags caros incluidos en la.mezcla, y (40)(11C)

es el valor total en centavos de la mezcla. Por lo

tanto, 100n + (140)(40 - n) = (40)(119), n = 30,

40 -.n = 10. De aquf que se incluYen en la mezcla

. 30 libras de bomboAes de $1.00 la libra, libras

de bombones de $1.40 la libra. ,

191 . Si x es el ndmero de galoneg tOmados de la mezcla,

entonces la cantidaa. de agua.al principio menos la

cantidad_de agua de la porci6n tomada, mgs el agua

amegada son iguales a la cantidad de agua que habrg

a14final.

A
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.85(100) - .85x + x = 30(100)

x = 3

Ask, 335 galones de mezcla se tomaron. Una-ecuaci6n

basada en.la cantidad de sal en la soluoi6n es

(.15)(100) - (.15)(x) = .10(100),

donde x es otra vez ef ndmero de galones,tomados

de.la mezcla.
,

20. Si r es la velocidad d1 tren, entonces 10r es la

velocidaddelavi6nderetropropulsi6n. En 8 horas
4

el tren'rpcorre 8r milldt, yen una-hora el avi6n

tecorrera /Or minas.

Entonces,' lOr =.8r + 120".

a

r = 60, la velocidad del tren en minas

por

lOr = 600, la velocidad del aviOn en milleis

opor hora.

221. Si r es la velocidad de un tren, entonces -r es la
3

velocidad del segundo. En 3 horas y 12 minutos,
1 -

3- horas,
5

16 1612-5-r + TT) 160.

r 30 minas por hors
2
311- 20 millas pot hors

300 .22.
03

10 horas Ida

300 . 15 horas vuelta
20

I.

Puesto que la velocidad medik para todo el viaje

debe comprender la dtitancia total'y el tiempo total,

600la velocidad media4 es 6 24 millas por hora.25'



a,

23. Si d es la distancia en millas a la ida (:1).0), y,

la velocidad e r millap por hora, ertiempo de

ida es horas% A la vuelta, si la velocidadIes
d

millas por,hora, el tiempo es horas. La dis-
ci

tancia total, 2d minas, divigida por el tiempo

d d
total, + horas, serA

4
r q

2d 12.a 2drq
d 'd rq dq + dr
F

2dr 22,q d
qv* r q+r

,nara- niillas por horst, q

Aplicando esto al problema 22,

2(30)(20) 1200 '

30 + 20 . 50

= 24 millas por hora.
.4e

El estudiante deberá obsetvar que la.distancia

recorrida no afecta a la velocOad media.

24: Si x es el primer entero, entonces x + 1 es su

sucesor, y.los reciprocos son 1 y respectivaT
x x + 11 4

mente.

1 27
. yor lo tanto, + si x / 0, x /

4

182(x + + 182(x) . 27x (x + 1)

(27x .+ 1)l.)(x - 13) . 0

- 13 =0

X . 13

2 27x +,111. . 0
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,
Esta ecuacidn no-tiene soluciön en.ndmeros ent o .

Si x .... /3, entonces

, 1 1' 2 14
r5 4- IT +

De este modo, el conjunto de validez,del enunciado

es (13)0, y los enteros requeridos son 13 y 14.

25:
+ 3, , '

X 7 X X Si X 0.2 = 2

26. Si x es el ndmero, entonces

x2 91 +' 6x.

6 x2 - 6x 91 = 0

13)(x + 7) = 0

-X - 13 = 0 x + 7 = 0

13

Si x 13, , Si x
132 = 91 + 6(13) (-7)2 = 91.#. 6(*-7)

189 = 91 + 78 119 = 91-. 42

Por lo tanto, el conjunto de valkdez es ( 13, -7)..

17. Si n es la velocidad en millaq,por hora del carNo90,
,

mAs rápido, entonces- n -
,
4 es la velocidad en mi as .

36por hora del segundo. Luego, --2 es el ndmero de
, n

. horaa que viaja 'l mis ripido, y
n3604 .es

'el ndmero

de horas qüe viaja el Tags 'lento. Por lo tnto,

360 + 360
n - 4

si n 0, n 4, n> 0.

133
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360(n - 4) +n(n - 4) . 360n

360n - 1440 + n2.- 4n . 360n ,

- 4n - 1k40 . 0.

(n + 36)(n 40) . 0

n + 36 0

Esta ecuaci6h no

tiene soluci6n en

ndmeros'positio.

Por lo tanto, el

validei es 40, Y

hnra y 36 millas

ndmero positivo

las velocidades

por hora.

n ko o

n 40

Si n 40,,

60
1

6o

9 + 1 . 10
*

del conjunto de

son,40 millas por

437

28. Si el anchb del espacio es w pies, entonces el

ndmero de pies del largo de la alfombra

20 -'2w, y el ndmerd de piesidel ancho de la alfombra

es 14 - 2w. Por lo tanto, se tienen dos nombres

'disponibles pare el area de la alfombra, y aparecen

como miembros de la'siguiente ecuaci6n:

(20 - 2w)(14 - 2w) L. (24)(9), 0 < w < 7 ,

280 - 68w + 4m2 = 216

kw2 - 68w + 64 . 0

w
2

- 17w + -16 . 0

16)(w - 1) = 0

w = 1

no tiene soluci6n tal que w < 7

w ,1

)(14 2) (24)(9).

418)(12) . 216

l3aj
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s

'De este modo, el conjunto de validez de la ecuaci6n

originil es ( 1).

Por lo tanto, el ancho del espacio.es 1 pie.

2'9. Si x es el ndmero de tinidades del largo del cateto

menor, entonces, 2x + 2 es el ndmero de unidades

'del largo del cateto mayor. Por lo tanto, por la

relaci6n pitagórica,

x2 + ( + 2)? P 1321 0 < x 13. .

30.

5*2 8x - 165 . 0

5x + 33)(x - 5) = 0

x.. 5

5x +33 = 0 nO tierre sO ucit5n posit va.

42Si 54

152. ((2)(5) + 2),=.132

169 = 169

A

De estemodo, el 6onjunto de validez es [5), y el

cateto menor tiene 5 unidades de largo, y el cateto

mayor, 12 unidades.

V;117*.itsque es irracional.

2 4rib lorT5To 5 # qUe es irracional.

Y 8 800 3.,TE 31170
'moo = Immo = 50*

que 4s irraciona14

( "f75.-)( %/7:6)4= (-1)(.4) que es racional.

41
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31. Si el ntimera de dos cifras es 10t + u, l.a suma de sus
cifras es t4 u,

10t + u
t + u

2.0t +

6t
2t

2t -
Si t
si t =
si t

t
si t

= 4

u es tin
entonces
entonces

3t + u
4t + ku + 3
3

entero posgitivo..... 9

.y. el il.timero es 11;

u y ,el.ndmero ,es 2;
3, entonces u = 5, .y el ntimero, es .35;

4, ebtonces u 7' y el ni.linero es 47;

5 entonces y el ralmero es 59.

10t + u
Si t = 1, u = 1 entonces, t es 4+

.

F.,1 %par% de valores; t = 1, u 7 1, no'depe admitirse,

tpuesto que, el, numerador, 3, del resio, es mayor que !el

3
2

3.

denaminadOr 2.

Si t .2

t =

si t =

si. := 5, y = 9

Por 10 tarito, 14's soluciones Son. 23, 35, -47, 59.

S.

1 36



1

El conjunto de validez es el conjunto de todos los

x 'tales que x >13 6 x-t 2. Los metodos formales

pare resolver desigualdades tales cow 6sta no est&

dispo9 bles todavfa, est' es ,que,e1 estudiante tendr6
'14

qUe al zar la .soluc46n ensayando cuidadosamente

varios osibles .miembros del. ceonjunto, p, si busca
.un en oque menos easual, puede suponer que si

2 b -son ndraeros positivos, a2> b2, entonees

34. (a)

;
-1±71,

4

tray el horario recorre un ntimero x de

as de miputos, el mintit!tro recorre 12x de'

estas unidades. Puesto que el hoTario-est6 en

y. la Pos1.0.6n de las 3 en punto, tiene un adelanto

de 15 unidade.s sobre el iminutero- a la hOra

3:00.. Asi,

V 12x . x + 3S.

entpnces

12(14)

180 180

3 7.

4



De este modo, el conjunto .de validia de la

15
ecuación es'

11
y la.

agujas est& juntas es

las

ss

3.

(b) En la parte

.misma marda

minmero, he

por,delance

honk cuando las'dos,

416-- minutos
1

441

despues de

(a), ambas stgpjas coincidenen la-

de minukos; en la parte (b) el

de lligar una posicift 30 unidades

tjldel hora o. For lo tanto, la

ecuaci6n para la7perte (b) es

12x = (x + 15) + 30, .1 x 4-1-
11

Las agujas resultarán opuestas la una a la

1
oira al cabo de .1%0r minutos despugs de las 3,

35. Si el ndmero de' novillos es

es &' entonces

258 + 26d 1000

254 100Q'- 26c

IWO - 26e
s 25

26c
s 25

y el ndmeto de vadas

4

Si s c son enteros positivos, entondes 26F debe

ser divisible por 25. pto es cierto cuando

c 25, 50, 75, ..., un mdltiplcc de 25, porcitie 6yk

25 son primos entre si.

Si

fS1

Si

o .,== 25,

c.. 50,

c 75,.

;gs'. 26

52

78

. 40

40'

110

- 26

- 52

-

. 14:

-12.

-38.

i.§52.

26c

=

=

-=

1 3

,
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, h

De este mDdo, ep evidette que si ca50, s es un

ndmeio negattvo. Por lo tanto, c puede ser

solamente 25,

s r. 40 - 26

b sea 's 14.

Asf, puede comprar 25 Vacas y 14 novillos;

Si resolvidramos la ecuación original respecto de c

1000- 258
obtendrfamos c 26. $ Y

habrfa que escogerse. s de manera que 1000 - 25s

sea divsible p9r 26. Aunque esto puede.hacerse,

es desde luego mis diffbil que la otra manera de

.resolver la cuesti6n.

4

139

4
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Sugerencias para:exgmenes,-

1. Clasificaplas siguientes expresionee, indicando la letra

isientificadora de la expresi6n en los espacios en blancol.

Una expresidn puede entrar en mgs,de'una de las clasifi-

caciones,

(a) (x )(x i)

(b) a +

(d)

(e) ,f5x2

(0 (x - 2).

(x J

(g) Ix 1'1

expresiones'racionales

polinomios sobre los ndmeros reales

pdlinomios sobre los ndmeros racionales

polinOmios sobre los enteros

ninguno de los anteriores

Factoriza sobre los'enterbs si es posible:

(a)
2ax ax (d) 60 - 11x - 72

(b) 98
2

- 16 (e) (2a - b)2 - (a 2b)2.

(c)
x2

20 (f) 3b2 + 2a2 -.2ab

Determine et conjunto de validez de las siguientes ecua-

clones: 4

(a) x + 3x . 54 9b2 :11b - 36

(b) y2 + 56 = I5y (e) x2 4.. 2 . 4x

(0) 3a2 + 8a =:3' (f) 27x2 = 42x + 49'

141)
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Un triAngulo tiene ladOs de x 7.pu1g4d4s, .x puigadas,

x 4. 1 pulgadas: zPara qud valores de 'x ser4 éste

in tritingulo rectángulo?

5. Demuestra'que'2x .7. 1 es un faptor de

6x - 312 2x + 1,

o queno lo.es.

6. Para cada entero x, muestra que (x + 5)2 x2 es

sible por 5.

Deteriaina una expresión de .x en tdrminos,de

si ax - a2 ab bx.

Si ( +. 1)(x -I- 2)(X + 3)(x + a) x4+ 8x + 2312+ 22x .

+ 12, donde es un4entero, determina el valor de a.

,Simplifica:
e 11°Nt

(a)
x itx xd + x

zi; 3 z

(c) a
6a

.1! b 124a2.
,

4

1-+
(d)

2
(e) lla - 26

- 5a + 6

10. Explic uindo (x - 1)(x - 2) al a (x - 1).

11. Cons conjunto de los polinomios sobre los enteros

pgres. zEs este conjunto cerrado.respecto de la sum?

zEs este conjunto cerrado respecto de la multiplicacift?

12. Determina los enteros a, b, c en la siguiente ecuacidn:

(bx + 2)(3x -a) = 6x2 - 5x - o.

13. Determina por ou'l polinomio debe multiplioarse x + 2 paza

obtener el polinomio

x5 + 2x4 x2 + 3x + 14.

1 1



Capitulo 13

CONJUNTO DE VAL2DEZ DE ENUNCIADOS ABIEATOS

En este capitulo, consideramos conmAs detenimietto el

proceso de determinar el conjunto e validez de un enunciado.

Mediante una teoriazigurosa4de las ecuaciones equivalentes y

de las desigualdades equivalentes, podremos decidir cuAndo un

nuevo enunciado tiene el mismo conjunto de validez que el enun-

ciado original sin tener que verificar gste.
*

Información abundante sobre enunciados abiertos y enuncia-
.

-dos equivalentes se encontrari en Studies in Mathematics, Val.
4

III, pAiinas 6.8-6.16.

13-1. Enunciados abiertos equivalentes

La cuestión importante sobre.la cu.;.f se insistir4 aqui es

la de comprender bien por 2_4 ciertos enuneiados son equivalen-

tes. Si 1.t- estudiantps tienen alguria dificultad con la técnica

de decidir al& hacer con un enunciado pare obtener un enunciado

as sencillo,se les puede senalar la manera de."deshacer" una

sunp indicada aliadiendo el opuesto (camo al sumar (-x - 7) en

el ejemplo 1), y la manera de "deshacer" un producto indicado

multiplicando por el reciproco (como al multiplicar por :fen

el ejemplo 1),

Respuestas al Coniunto A.e.problemas 13-1a; phinas 385-388:

1., En las partes (a), (b), (F), (d), (g) , (h) , (i), (k), (m),

los enunciados son equivalegtes.

(a). 2s = 12

1.4(2s) = . 12

s = 6

28 = 2.6

2s = 12

.1.
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'58 3s + 12 .28 =

58 3s (38 ; 1e) - 3s 2s, + 38 = 12 + 33

58 = 38 + 12

y +13 Y 6

27.= 12

57 - = +

5y - = 3y + 8

s 6

28.=

?. 7s- 12

28 12

(c) 57

5y - 3y2= 8 + 4

2.3r = 12

(a) Irs - 58 12

28 12'

6

(e) No son equivalentesipueS 2 es un r4embro del
conjunto de 1:raiidez de x2 = 4, pero no de,
2x2 + 4- =,10.

7(f) NO son -equivalentes, pues es un miTnbro del
conjunto de validez de 3x + -9 2x = - 12,
pero no de' 2 x.

3

(g)
A

X2 X .- 1 = x - x2
4

2 ,x2 + ., i. = x x + J. . x
x2 x - 1

I

y - 1 = 3( 1 yi +" 2)(h) =1.3
yi

1 ( +2) 3( jy. 12)
IYI

Y 1 = tlYI + 2)

x2 + 1 =

(x - 1)2 = 0

y-1).dtv =

S1 - 1 A
ryi + 2

(x - 1)2 = 0
2x - 2x + 1 = 0

x2 1 2x

2



(j) No, son equivaltentes, pues

(k)

imt.9.....1.e.y.L.41dez de x2,

es un miembro del
- 1, pero. no

de x +

x2 + 5

0

1.

+5

lx2 + 5 0

1 1
(x zz0-72--

2x + 5
2x +

x74 +.5

2x + 5

x +5 x,..+5

2
x2 + 5
x 5 .

(A + 5 es un nriato real distinto de cero pare2

todo vator de x.)

(1) No son equivalentes; pues ,0 es
+ 5conjunto de validez de x2

x2 + 5x2+5l.*mi

un'tniembro 'del
1, pero no de

(m) No son -equivalentes, pues -1 es un miembro del

conjunto de vatidez de I v + I J 0 pero no de
2v + 1 O.

2. Losw enunciados son equivaltntes eri "(a), (b), (c) y (f).

12

(b) x 20

(o) t - 1
(a)' lit + 21 32

Ut - '--

t
El conjunto de validez es [1).

4
;



t. (b)

-265

30 '

El conjunto de vali0ez 6s

(c) (86)

(d) (0)

(e), [6)

(f)
(1) r1 + 'ST3 + Y2 + Y'b+ 1 Y

2? + 2y . 0

257(Y2 + 1) = 0
2.0 6- y=0 6' +1=0

(-265.).

,

(h) .4)*

(1), 0

"

8

Puesto que .2 / y2 + I no pueden nunca ser
el coujunto de validez' es to).

2
x42 + 3x = x

2
2x2 + 6x =: 2x x2

1c2 + 4x = 0
x(3x + 4) = 0 '
x .= 0 6 3x + 4' =

0 6 x -4

conjunto de validez es C 0
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5. Cualquier simplificaci6n algebraica es admisible si:

(1) no cambia el daminio de la variable,

(2) sustituye una frase por ara que es un nombre del mismo..

almero, para todos los valores admisibles de la variable.

Tales simplificaciones incluyen la combinaci6n de t6rmi-

nos y la factorizaci6n, como en los dos primeros ejem
2 4

plos. Por otra parte, x
x 2

4 x -I- 2 4 no son

equivalentes. Sus daminios no son los mismos.

'6. (a) Equivalentes; combinación de tirminos en el miembro de

- la izquierda.

(b) Equivalentes; factorizacion del miembro de la izquierda.

(c) No son equivalentes, pues 0 es un miembro del conjunto

de validez de 3x
2 6x, perac,no de 3x = 6.

(d) Equivaipntes; suma desun numero real (-6x) a ambos miem-

bros.

(é) Equivalentes; combinacion de términos en ambos miembros.

(f) Equivalenteg4 si x y, entonces y = x.

(g) No son equivalentes, pups 0 es un miembro del con unto
1

de validez de 2 y -- 2, pero no de 2
2

4Y.

(h) Equivalentes; aplicación de la propiedad distribut va y

combinaciOn de terminos en el miembro de la izquie a.

Resnuestas-al Coniunto de 2roblemas 13-1b; pgginas 390-392:

1. Un nilmero real para Un niimero real distinto

todo valor de la variable da cero para todo valor
Ale la variable

%.*

(a) Si
(b) No
(c) No
(d) No
(e) Si
(f) . Si

(g) Si
(h) Si

(i) SI

(j) Si
(k) No
(1) No

Var

116

No
No
No
No
Na
Si
No
Si
si
Si
No'

No
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En la parte (j), puede parecer que no hay variable

comprendfda. En algunos contextos, sin embaX60, -3

puede consi,derarse como una expresi6n en x tal co-

OD -3 + Ox. SI tame-mos presente dicha variable, es

perfectamente cierto que 73 sigue siendo un amero

real distinto'de cero, no importa ei valor que'se

asigne a la variable.

y /4 2

1. g

El conjunto de validez es (3). -

x
x +

x x(x2 i)
x x3 + x
0

=

. El conju0o-de validez es m 410.sh

(Puesto que x2 + I. es un nximeror.eal distinto'de

cero para todos,los valores de .x, no es netesario

restringir el dominio de xi.)

+ 3, x 0

1 + 3x 2 x / 0
1 -/

x 1 x 74 0

El conjunto de vaiidez es



).3?=-2"

x - 2 = 2x. - 4
2 = x

El conjunto de-valfdez es 0

(e) 0-11.

X =

El conjunto de validez es el conjunto de todos los

nfimeros reales', ekcepto -r.

(f) x(x2 + 1) - 2x2 +.2

x(x2 + 1) - 2(x2 + 1)

x 2

El conyinto de vilidez es (-2).

(Se nos permiti6 multiplicar amboOdembros por
1 y obtener asf con seguridad.un enunciado

)c + 1
equivalent 1e, porqbe ps un nilmero real distin-

- x + 1
to de cer6 para todoq loi valores de x.)

3. Si el recangulo tiene

451

pulgadis de ancho, entonces

tiene 15 - w pulgadas de

largo, y

w(15 w) = 54 ,

15w w2 = 514

2 t,

0 . .w 1514 + 54

0 = (w 9)( - 6)

w 9 =.0 6 w - § . 0

= 9. 6 w 6

a

118

15:-ON

4.



Si el rectoingulo tiene w

pulgadas de ancho, tiene

la' pulgadas de largo, y

5 4

2w + 108 . 30w w / 0
44. \

2w2 . 30w + 108 . 0 w 0

2(v,... 9)(w . 0 1: w 0

2 = 0 IS w 9 = 0 w 6 =

El conjunto de-validez es [6,9)

El rectingulo tiene'6 pulgadas de.ancho y 9'pulgadas de

largo. (Obsgrvese que no podemos usar el valor waft 9,

puesto que ya designamos con w el,ancho, o lado mAs

corto. El largo, 9 pulgadas,lprocede de iS en_el

primer mAtodo, y de..511 en14e1 segundo.)

,

Si el prtmer entero es, entoncqg

12 + (1 + 1)2' + (i + 2)2 ifbta

i2 *12 + 21.+ 1 12 + 41 -I: 4 61

Pufsto que el miembro,de. la izquierda no es factorizable

sobre los enteros, no hay tres enteros consecutivos

cuya suma de cuadrados sea 61.
4

5. Si n es uno de 1os iii5meros, entonces el otZ:o atimero es

8 - n,

f 8, not 0
13-7.-7

'3(8 - n) + 3n 2n(8 n) n f 8, .,1-1 0 0.

3n + 3n - 16 'n 2n2 n 0,8, n f



2n - 16n + 24 = 0

- 8n + 12

(n - 6)(n

n 6 = 0 6 n 2 = 0

8 n-0 0

n-0 8, n 00

n 8, n 0

# 8 0 0

n = 6 6 n =, 2 z n 0\5 n#O

El conjunto de vslidez es 46,2)

Un niimero es '6 y el otro es 8 - 6, 6 8 ea, 2.

6. Si babla g niAss, entonces halals* (2600 - 4) niftos
2600 . % 7

. g

6(2600 - g) = 7g . g 0

15600 - 6g = 7g, g 0 "

15600 = 13g g 0

1200 g g / 0
El cpnjUnto de validez es

llabia 1200 nihs,.

Para algunos prop6sitos, conviene saber que si 'dos

niimeroseatln en la razón dichos niimeros pueden

repretentarse por ax ./ bx, donde x es un sOmero

p9sitivo, puesto que a si x 0 0 / b .0 6.
1) -17

En este problems, entondes1 poAllmos'decir:

Si habia 7x niftas, entonces tnts que- haber 6x
! 1

nifibs, (puesto que x 0 , 1 7x + 6x = 2600.

Este tipo' de problems no aparece con snficiente

.A4'euemila en este curso para justificar maybr atenci6n

a este tgcnics. Si se quiere, se puede hacer mención

0

de elle.

3x + 18 = y + 23

es equivalente a
Ak

3x + 18:+(-23) = y + 23 +(-23)

3x

5.

Por lo tent°, los dos cgniutitos de so1Uci9net

soluci6n es un par) soli. idfintj.cos.

/50

cada

9.



,

A.continuacOn,

lentes:

a

reed ma, cadena de enunoiados equfva-,

to

12x

12X - 18

6x - 9 . y

P

Los lados tieuen-longitudes de 10 y 15.

10.- Si se usan k cuariillos dê yerVicida, entonces se

usan' 40 -k cuartillos de agua.

k 3.

40 - k sm, 17
*

A Deben-usarse cuartillos de yerbfcida
,

,

13-2, 'Desigud'idades'euulyalentes

Justamente como pare las epuaCiones, ro que debemos averi

guar'al establecer que dosdesigualdades'son equiv!alentes es ai

las operacioues efectuadas pueden inyertirse para lleyaruqs de-

ladesigualdad mitesenalla qbtenida a la dada, Si se puedeu

inyertir, sabemos.que ei cOnjuntO de.vilidez de la desigualdadar *
original es un sullconjunto del conjunto de-yalidez de la nueva

desiguaidad, y que el conjunto de yalidez de la'nuevi'es up sub-

,tonjunto '&01 de la original, Los dos conjuntos de validez son,

por lo tanto, idfinticos.

Página 392, Al igual que

/ seftalara los estudiantes que la desigtialdades puedensimplifi-

con lai.licuaciones, -se Pnede querer.

cdrie,,si:sabemoa la manera de "deshacer" algunaa de las opva-
,

clones indicadas Sumas in4cadas pueden "deshacerse" siimando

el opuesto y prodiactos indicados muliiplicando-ppi el riffproco.

0

15



P4ina 393* En el ejemplo. 1 y- Fn el ej:emplp 2:, :el C-Onjunto

de validez cia la desigualdad final es el ,,gonjunto 'd6 validez de'
Ia Aesigualdad ortgimal, porque solamente.se utilizaron opera-

cionesqne proclucen desigualdikdes .equiyaltntes, Por lo _tanto,
*

no ea iaticearia -la verificaoi6n..
4.

Respuestas al Con un o de problemas
1. (0. x <'39

2.

3 p1ginasi.394-395:

x < 27'
'El conjuntp dP lidez es el conjuno'de todos los nd-
meros iceales unores q 27.

-PirK

x.< 36.

-4xii< 21 ,
Ei conju4o cle validez es el conjunto
raimeros reales 'menores que 21.

.(c) El Nconjunto de todos loS mimeros reales
#,

(d) ponjunto de todosk\los niimezos reales

dp todos los

A(e) El conjunto de todos loS niimeros reales
#

(11 hl conjunto de todos los ntimeros reales
(g) El conjunto de tdos los rAmeros -reales
(h) 0
(1) El conjunto

. (a) 11 <

< kx - Ibt

< x 1
4 <

, El conjunto de vilidez es el conjunto
,

ros reales entre cr-57.1-

46. 6

de todos los*nikheros reales.

kx + 1 < 2

mayores

menorei
mayores

menores

de todos

queli
que .c/5

que 2.
que 12.

los niime-

It
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(b) 4 <

4t. < 4
1 '--3t < 0

< 3t

t < 1 < t

El conjunto: de validez es el

ros reales entre .1 y 1.
3

(c) El conjunto de todos los aim

.

Y 2

conjunto de todos los mime-

eros reales entre

(4) El Tconjunto. de todos los niim

- o mayores que
2

(e) x 1 1 < 2

En la trecta.num6rica 2 distancia entre x v

s et ,menor que 2. Por lo tanto,

1- 2 < x < 1 + 2

-- 1 < x < 3

El conjunto de todos los niimeroS reales entre

1

2

etos reales menores que

(r) 1 2t1 1

. 2, 1 t.I <

itl

debe

4414

En la *ecta numitica, la distancia entre t y el ori-
1

gen debe ser menor que y

El conjuno de todos los

(g) 1 x + 21 <

(-2)1 <I x

atmeros reales entre -

/ 5
El conjunto de todos los n6meros reales entre - y

2
. /

1
Y

2



3.
(a)

(11) 17 + 21 > 1

ly - 1

El conji.into de todoi los ni5meros reales menores que

-3 o mayores que

3

0

(e) 0
0

- 4 -3 -2 0

0
3

457.

(c) y (f) son nAineros reales negativ'os. para todo valor
de x.. Vgase là nota para,e1 problem 1(j) del Conjunto
de proble.mas

3Y - x + 7 <
.3Y 7

iY < (- 7)

Cuando <

< 410

El conjunto,de validez es el conjurtto de tcrdos los nfimeros
re es--menores que -2.
3y - x + 7 < 0

x < 3y

x > 3y + 7

Cuando y x > 3(-2) + 7
>

El conjunto de validez es el conjunto de todos los Iremierds

reales mayores que 1.

Aarnigar



6. Si el xectingtilo tiene w pu1'gidas
12-

de ancho, tiene pulgadas de
largo,-,puesto que el Area ee. de; 12
pulgadas &uadradas. Ehtonces 5.

Como, por la natUraleza del problema, .

12 < 5 If

12
<

S.

2La anchura del rectángulo es nayor que 2 3 pulgadas.
7. Si n es el n6mero negativo, entonces

< -1.

v n < 0

n. <

110

ho

t

El conjunto.de validez es. el conjunto de todos los n-Cmieros
reales menores clue -1.

En este momento, los estudiantes no tienen un mgtodo formal
para resolver n2 > 1. Pueden, sin embargo, recurrir al m61o:-
do de idear una conjetura, y verifiearla con la ayuda de la,
recta numArica. Este es siempre un m6todo iti1, cuando no

tenemos otro mejor. Mat adelante, en la secci6h 13-6, el
es.tudiente puede dedicaxse más a tondo a resolver venunciados
tales caw n2 1 > O.

13-3. EcuticionesgiLe contienen expresiones factizadas
plizina 395. Si (x - 3)(x + 2) = 0, entonces x 3 = 0 6 x + 2 = 0.

Si 'x - 3 = 0 6 x + 2 0, entonces (x,- 3)(it + = 0. Nueva-
mente, el hecho de que este proceso es invertible nos permite ia-
ber que

'(x 3)(xN+ 2) = 0

y x - 3 = 0 6'x + 2 = 0

pon enunciados equivalentes.



Si hay varios factores conic) en abcd 0, entonces el enuncia-
do equivalente es

a.0 6 b 0 6 c '0 6 d 0.
c.onjunt6 de validez de (x +.1)(x ),(2x 41-'.3)(3x .- 2) 0 es

3/
0bs6rvese lo que se rede,decil: acerca de uni ecuación comg

3x(x 2)Zx - 3.) 0.
,. ,.

Un enunciado equivalente es i
3 0 6.. lt .... .0 . 6 xs+ 2 0 0 x - 3 .

. t.Puesto gue el conjunto 'de validez de 3 ii, O' es Ø,e1 conjunto de
validez de la ecuaciOn aada es.(0, ...-2, 3). .

Respuestas al Coniunto de _problems 13-3a; rhiginas 396=397:
I.. (a) .(a + 2)(a -

a + 2 =I (:) 6 a 5

a -2 6

El.conjunto de alidez es (2k,5). N

(b) (-3, -1, 2, 0)
(0)

2. (a) x2 - x 2 0

(x 2)(x*+ 1) 0

2 st 0

x 2 6 x =
.E1 conjunto de v.alidez es (

(11, 11)

(c) (1, 2).
(d)s WT., 4,r5, 2 2

(e) (0, 5, -5)
f--ip 3)

(g {0;1)

(h).

(i) (6,1)
(4) (2 17, 2 4T) ( illogyakaira_ n

12
(k). (-3 + i/1-6,- -3 fir))

1 56

el Con unto
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s%

Suponemos qUe 2 es Ima soluadn,

x no puede ser negati'vo o'cero,

x

Y.

de lo cual se deduce que k xa'< k, por la pr2Piadad transl.tiva

de la ordenaci6n.

Si

y si

x > 04

Pqr tanto, < 84 en'virtud 'de la propl.edad tratisitiva de la '

. crdenati6n. Esto demuestra que,ningdn ndmero manor que 2 es

una solución.

De la misMemanera, ningdn ndmerd mayor we 2 es una solución4
3

Puesto que '2 m 8, 61 coniunto de validez es 0).

Serfa sidiciente si el estudiante argUmentara intuitivamette

que si x < 2, < 8) / SI x > 2 > 8.

4.
4x = 1

(x2) I . 0

(x2 1)(x2 - I) . 0

,(x
2

+ 1)(X + 1)(x - 1)

x2 + 1 . cc x . 0'ks 6 .X - 1 - 0

x . -1 6 x = 1

El conjunto de validez es (-14 I).

5. (x - 1)(x + 1)x

6 (x 3)(x I)(x + 1)

6(x = 0 '6 x - 1 . 0

lov.- 21 <

x + 1 = 0)

(0 x 4)

(x 3 6 x = I 6 x.. (0 < x <, 4)

El conjunto:de validez es (3, 1).

137
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Pigina 397. ,Hay ocasiones en que estamos tentados, y a veces.
4

hasta forzados, a.efectuar. operaciones con enunciados que*no

necesariamente van a dar enunciados equivalentes.

esas tentciopeses eliminar un factor que vemos en
i

cada t&mino, nulti3#Icando por su. xeciproco. Si el reciproco I

'no es un n4mero real--si su denomipador es cero pare algfin x, o

si.hay una ralz cuadrada indicada--esto puede 'produc# dificultad.

En el ejemplo dado, la ecuaci& original trele el conjunto de va-
.

ltdez 1 7, 1, entras que la ecuaciegn obtenida mediante la

ellminación del fact x2 - 1 tiene el conjunfo de validezi-7).

PAgina 398. La generalizacion indicada es de interfis y debe es-
.

timularsealos.estudiantes a seguir las distintas etapas4con

atenci6n. En la practica, sin.embargo, probablemente sea Ads

conveniente proceder como se hizo ed el ejemplo anterior, y no

aplicar precisamente la conclusión de la generalizaci6n.
1

Respuestas al Conlunto de .pr..oblemas 133b; pAgina 398:

,.(a) x(2x - 5) = 7x

7x = 0

x(2x - 5 - 7)

x(2x - 12)

0 6 2x 12 0

x0. 0 x 6

onjunto de validez es (0,6).

(b)

(c) [2,-3)

--(d)--

(e) (5,3) (Obsérvese que cada miembro de la ecuaciOn
origimil puede factorizarse.)

JOP

153
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A

a'

a

. .
2. No, -pues 1 es un miembro del conjunto de validez de

i

per9 1 no es un.miembro del conjunto de validez de x2 = 3.
. . a

Puesto que x - 1 es 0 cuaig.do ..x = 1, no debemos esperar que .

los dos enunciados peari .necesariamente equivalentes .

El conjunto de validez -de t2 = 1 es (1,-1),
El conjunto de validez de (t --1)t2 (t + 1).1 es *

A

A

En- el problema 2, se ampli6set conjunto de validez al multi-
plicar por (x 1).
En el problema 3,no se ampli6 el conjunto de validez al mul-

V.tiplicar por (t + 1), porque (-1), el. 'niimer.o que hace a

t 1. igual. a 0, es ya un miembro del conjunto de validez
de.t2 =' 1.

a%

'
1

13-4. Ecuaciones fraccionarias
Usualmente, para simplificar una ecuación fraccionaria, mul-

tiplicamos por unatexpresión que es un producto de factores de
los denominadores de la ecuaci6n. Esta expresi6n puede no ser

un.mimero real distinto de cero, y ya se nos ha advertido de clue
estó puede no /tar una ecuación equivalente. Encontramos, sin em-

. bargo, que Po/demos- evitar la dificultad, si tenemos el cuidado de

excluir los Sialores de la variable quw hacen el multiplicador ce-
ro; de uptiii que, debemos tner el. cuidado de excluir valores de

la variablie para los cuales alguno de los. denominadores toma el

valor ceio. Ask, en

=. exigimos quellt I 0 x 1.
x

Páginas 399-400, El enunciado ix + 0 es equivalente al enun-*
x 2

ciado "x .z 0 x 2 0", 6' a " -1 x 4 2". El

Conjunto' de validez del iiltimo enunciado, y, or tanto, tambign
del primero, es [-II. -

El polinomio conveniente es x(1

1 5,9



El ejetriplo que resulta ettuiyalente a .11x
desde luego, coma su conjuuto de valide.s.
En el conjupto de ,probltanas 13-4, lod prablemas 10 y 11 soil de

-"particular inter& e imparearicia,-'porque-popen-Nie relieve-'algunas

x = 2" tiene

de las cosas extra,ordinarias. que pueden sucwedir. Demuestran por

que. necesariotener presente el dom\nio de la varialee.

Respuestas al Conjunto de problemas 13-4; páginas 401-402:

= 10x x / 0

2 = 10x x / 0
1

175
/ 0

Soluci6n:

2. -3-)6 3.0.6

3x- 2x = 60

x

Soluci6n: 60.
kx + 53-dx 2x 4. / 0

x2 + I = 2x y XJ0
- 2x + 1 = 6 .x o

1)2 x / 0
(x - 1 = 0 6 x 1. = 0) (x 0)

x = 1 \ x 0

-EI spnjunto de vali-ciez es (1).

11. (2,-1)
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4)Y(Y lY Y-# 0 I y L4

(y - 4) y s...P y2 - 4y Z Vf x
9 = y2 - 4y+ 4 I y10 x0 4

(Y.- 2)(Y 2) / y 1, 0 z Y 71` 4

y=2 ./ y00 'I yI4
El conjunto de validez es ( 2 ).

8. 0

9. ( -3)

X x 2
Tc-77x

+ x x - 2 x 2

-2 -2 x

El coniunto de validez consiste en todos los n)rieros del
conjunto de validez de., -2 = ;-2 que no son'iguales a
El conjunto de vAlidez de -2 = -2 es el conjunto ;de todos
los nikaeros reales. El conjunto de validez pedido consiste
en todos los niimero* reales, excero 2.

211. r)(x + 1) = 0 + 1 I 0x + 1
x(x2 - 1) = 0 x 1.0 o

x (x - 1)(x ± = o z f -1
(x = 0 6 xl 6" x = -1) /

El con unto de validei es (0,1).
12. (0 ,)

13. 0

14. (0)

*15.(- 3)

*16. fl +

it a

N5') (El método del ,problema 3 del Conjunto de
problemaS 12-6 se necesita aqui.)



is

A

ar.

17 Si n es el ntimero,

n + -2 sul 0
P,

n 0

2 + 2n 47:1 = 0 n..# 0

(n + 1)2 = 0 n 0'
t

n -1 n it 0
;El numero es -1.

18,, (a) En..une bora le. imPrente. A puede haer de la terea,
II, En una hora 1a imprenta B

Eri,' h horas le,.imprenta A

puede hacer de la tarea.

-puede hacer 'de la .tarea.

En h horas la imprente puede, hacer rde la terea.
h h

(El 1 represenie una tarea complete, que es igual a
la. suma deJes fracciones de la tarea.4

4121k11 4+ 11)6 = 6
.3 2

2h + 3h = 6
511.- 6

h
5

Las imprentas A y B pueden ejecutar la taree juntas en

3. 3 hoxas, o sea, en 1 hora con 12 minutos.

(b) Si 3_Et imprenta C emplea bores en hader sole la
tarea, eneonces en una'hora la imprente C puede ha-

. 2
cer le de la terea, y en 2 bores puede hacer z- de la
tarea, mientres que en 2 horas la imprenta A puede

2hacer de'la tarea.

c = 6



141 imprentt C sola emplearia 6"horas .para realizar
la tarea:'

*(c) Si la -imprpta A trabaja a horas despues que la im-
prenta 13 se parg, entonces

1

1a =

La imprenta A emplea hora para termirz el trabajo.
19. (a) A = bh

2A bh

2A
.= h y h

(b) T R710

TR = D R

R X T 0

(c) A = 'ih(x + y)

2A = h(x +
2A x+y#0

(d) S 9.(a.+,1)

2S = na + n1

ZS n 1

2S na 1,

114 a +

1.*

= + 1 "/ -n#0

n a I nyO

163



1 +
. .a b.

-fl-bab ab
a b

b + a = ab

a = ab b

(a 1)*b

a

13-5. Elevación al cuadrado

a * 0, b * 0 -
a

a.* 0, b*

y. 0,, b 9

a 0:0;

y a 0, b 0

/ a O. 0, b.74 a 1.

Si a = b, entonces a tb son nombres'para el mismo n4,-

sHmero. Si ese ndmero se .eleva al cuadrado,' a2 b2 son nombres
.. A

para el nuevo ndmero, y 'amw = b2.' Algunas 'veces sp prefiere

uns manera más formal de de'cir esto: Si a = b, entonces

a2 = ab ab = b2; asi, a2 b2, por la propiedad transi4va

de la igualdad.

Esta opseracion 110 es invertible, porciue hays dos' ralces c'ua-

dradai de a2 y, de ))2. De modo que podremoa depir 114e

(_3)2 . (3)20 pesar de que * 3.

He aqui una_cadena de enunciados equivalent es:

42 b2

a
2

- b
2

= 0 Propiedad aditiva de la igualdad

(a b) (a :1- b) 0 Factorizaci6n

0, 6 a + b = 0 xy = 0 si y solamente si

x = 0 6 y O.

a = b 6 a -b Propiedad aditiva de la igualdad

A A

Es evidente queial cuadrar ambos miembros de una ecuaci6n,

en general no se obtiene una ecuaci6n eqtivarente. Y, sin elm-

bargo, al resolver ciertas equaciones que contienen rafces cua-

dradas o valores absolutos, necesitamos cuadrar ambos miembros.

Al hacerlo api, entonces, hay que tener, muy pr''es ante que, espera-

"nos encontrar un cohjunto de validpz mAs amplio para la nueva

ecuaci6n. Debemos, por tanto,' comprobar los elementos ae este

conjunto de validez para determinar cuAles realmente satis fac en

1 64
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4.

0 x(x + 1)'
x 0 6 x 7 -1

x 0, el Miembro de la izqui4rda es,1-0-- 1 - 1 is
mionbro..de la derecha.es 0.

is -1, blembro de la izquierda es 1.-1. + 1
t el miembro de la derecha es

El caonjunto' de validez es [0', -1).

a

0

4x x -age+ 9

20 = x - 10x + 9
4

o (x 1),
4

X 9 is 0 *%* x - 1 si 0
a

x = 9 . x = 1

Si x.=-9, el mlembro de la izquierda es - 9'+ 3 =
y el miembro "de le derecha es 0.
Si x 1$ tl miembro de 1a izquierda es /1:1-. - 1 + 3 si 4,
y el mieipbro de la derecha es 0.
El conjunto de validez es [9).

5: 3Vx + 13 = x + 9
a

9(x + 13) = x2 + 18x + 81
.9X + 117 = x2 + 18x + 81

0 a= x2 + 9x -.36
6 (x + 12)(x - 3)

= -12 64. x is 3

Si x - 2, el miembro de le izquierda es 311 7-12 =

410

el mi,pmbro .de la derecha ,9p --12. + 9 =

a



a la ecuaci6n

I II
44

Respuestaa- al Coniunto de problemas 13-5a; pAiina 403:

1. x2 = 4 tiene el conjunto de valtdez mientras cue

x. = 2 tiene el conjunto de validez f2):

2 12 tlene el con:junto de validez 110,2), nientras

que

x 1 = 1 tier;e,e1 conjunto de validez 12).

3. (x + 2)L 0 tiene el. conjunto de validez. -2),

x + 2 = 0 tiene èl mismo conjunto de vali,dez.

1)2 = 22 time el (51.onjunto de validez mientias

,que

x -.1 = 2 tiene el conjunto de validez )

14

Respuestas al Coniunto de problems 13-5b páginas 405-406:

1. Nr27; v.. 1 + x

2x = 1 + 2x

0 = 1 + x2

El 6onj unto de yalidez, es

2. Nnx7,71. = x + 1

0 X2

x = 0

"'S s

Si x = 0 el miembro de la izquierda es_ qf 2-0 + 1 =

el miembro de la derecha es 0 + 1 = 1.

El conjunto de vatidez es (0).



Si.x 3

y
el miembro de la izquierda ep 3/3 :+ 13' =

el miembro de la derecha es 3 + 9 12.
El conjunto' de validez es

6. 12x x + 1
,4x = x2 + 2x + 1

3x2 - 2x - 1 = 0
(3x + 1)(x - 1) 0

3x +1 = 0 6 x

_

(33 .

6 x 1

el miembro de la iiquierda es I 2(-*)1 -
el miembro de la dpFecha es - +

Si X 1,. el miembro de la izquierda es

el miembro de la derecha eS
1El conjunto de validet es ( 1 4

2x = +1,
2x' -.1 ki
4x2 - 4x + 1

4x 4- 1

(3x 4- k)(x -

x 6

Si x

a

1 2.1 1

1 14 = 2.

1el miembro de la izquierda es 2.1.7.

41
el miembro de la derecha es I yit 1= y

Si x 7 1, el
Y, el
El coti5Unto

miembro de la

miembio de la

de validez *GS

x I 2x + 1

1= J2xj

0 z. 3x2 211 -
I '

izquierda :es 2.1 = 2,
derecha e1L 11 + 1 = 2.
1 ).



0 = (3x - 1)(i + 1)

2. 6 x = -1

1
, Si x. =1*, el miembro de la izquierda es 1-,

el miembro de la derecha es i 2.4 1+ 1 .=

Si x = -1,.el miembro de la izquierda es -1,,

el miembro de la derecha es 12(-1)i + 1 = 3.

-El conjunto de validez es 0.

si x 4, el miembro de la izquierda es 4 -1

el Imiembro de la dereeha es 1.

El conj o de val ez es

10. lx 21 = 3

xZ - 4x + 4 = 9

x2 - 4x -7 5 = 0

(x 5)(x + 1) =

x = 5 6 x - -1
.

*

Si X = 5, el miembro de la izquierda es 15 21 ' 3

Y, el mfembio de la derecha es 3.

Si x = -1, el miembro de la izquierdg es 1-1 - 21 = 3

el miembro de la derecha es 3.

El conjunto de validez es [5, -1).

471,
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11 Para todo nximero real x, -1x12
Demostración: Si x 0$ Ix!' x,

de Modo.que ix 2

Si' x < 0, = .7x

de modo que I x12 (.:x)2,
Pero (-x)2 = x2 tues a)(-b) = ab
de modo que j x12

12.1x - 3 1. x + 2.
x2' + 9 = x2 .+ 4x + 4

= 10x

2

Si X an miembrp de la izquierda es 1 -
1. 5.el miembro de la derecha es + 2'=2 2

1El eonjunto de validez es ( )
2

13 Si el otro9 cat et o. tiene x pulgadas de longitud
la hipotenusa tiene I82 + x2 pulgadside l'ongitud,...t

(hipotenusa)2 82puesto que

/82+x2

64 + x2
164 + x2

. 48 = 8x x

6

Si x = 6, el miembro dt la izquier* es18 + \,4,/t) + 36-=
1100 = 10,

=

(8 + x) - 4
= 4 + 'x
= 16 + + x2

+ x2.

8

el-miembro de la derecha es, (8 + 6)7. 4 14 7 4 = 10.

,E1 otro cateto tiene 6 pulgadas dp longitud.

I

1S-9



'2774":,.
,

15.

Si

t
2

6.25 y

(6.2;12.32

615J.2.-)2

8 2

8 = 625

1§1

2s

a. 28

2s

32;

,Esto, delEde lUego, supone-que

28' g
Si g =

.ver

8. .

6.25

t > 04 s'> 0, g > O.

2st
"Za 0"N

,

473

16. (a) No so valentes. Los ndmeros x =.0, -1,.satis-

facen al primer enunciado, pero no allgegundo.
4F

Equivalentes. Para cada par de ndmeros que hacen cier-

to el primer enunciado, el segundo enunciado is tambien

(p)

eierto, puesto quevl 1. Para cada par de ndmeros

que hacen cierto el segundo enunciado,
\
el primerenun-

,
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ciad6 es tembien aerto imesto que st a, = b, entbnces

a2!bi2.

(c) Cadena de enunciados equivalentes:

It2 xy

x2 - xy = 0

x(x y) 22 0

0 6. x - y = 0

411
*13-6. Inecuaciones polinamicas

La proposici6n que establece cuAndo.un producto de varios

niimeroe distintos de cero es positivo y -cugndo, es negativcr puede,

desde ,luego, demostrarse utilizando las propiedades conmutativa

y asociativa.para agrupar los factores negativos en parejas. El

producto de ca4a par de factores negativos es positivo, y el,pro-

,ducto,de estos pares y todos los factores positivos será tambign

positivo. Por lo tant8', el producto cpmpleto sera. negativo sole-

mente cuando hay un niimero impar de factores negativos. La mts-

ina clase debe set estimulada mediante discusión a tratai Ins de-

ialles ,de la ctiesti6n.'

Página. 406. Por ejemplp, cuando x-= 2, es suficienfe reconocer

que. (2 + 3) es, positivo, (2)+ 2) es positivo, y (2 - 1) es'posi-

tivo. Por lo tanto, el ..13roducto es positivo. De iguai inanera
pare x = 5 ' $(- 5 + 3) es positivo (- 5 +.2) es negativo, y

(- - lY es negativo. Puesto que bay dos factores negativos, el

producto es posttivo.

PAgini' 408. El eonjunto de validez di (x + 3) (x -17.2)(x - 1) 0

es el conjunto de todos x tales qpe -3 < x < -2 6 x > 1.

El Conjunto de validez de (x + 3) (x + 2) (x 1) .t 0 'es el

conj: to 'de todos los x tales que 3 < x < -2 6 x

1 71



Respuestas al Conjunto de problemas 3 6a; i iinas 409-410:

1. (a) (x - 1)(x + 2) > 0

(b)

-2 0

El conjunto de los ndmeros menores que -2 6 mayores

"que 1.

72 <

El conjunto de los niimeros menores que 1. y mayores

que -1.

(c) t2 5t 6

-6 0

El conjunto de los auneros (mayores que o iguales a

y (menores que o iguales a 1).

(d)
2x + 2 > 3x

t
.4mlimentmonimpown.m,-4.0.,..wwww.

0- 1 6" 2

El conjunto de los niimeros (menores que o iguales a 1)
6 (mayores que o iguales a 2).

(e ) ( s +5)(s + 4)(s +.2)(s)(s - 3) <

El cimjunto de los niimerps menores que -5) 6 (mayores

que -4 y menores que -2) 6 (mayores que 0 y menores

que 3).

0



""2 0 V

conjun o de los n6meros menores

que 1.

(x + 2)(x - 1) 0 x - 3

La grAfica de (x + 2) (x - 1) > 0 es

-2 O L 2 3

La gr.ifica de x

-2

-2 6 mayores

(

El conjunto de validez de "(x + 2)(x - 1)1. 0 x < 3" es el

conjunt de 'todos los ameros, cada uno d los-cuales está en

los conjuntos de vhlidez anteriores.

E. Conjunto de los n6meros (menores clue -2) 6 (mayores,que 1

y menores que 3).

*3. Si tx + 2)(x.- 1) es positivo (x - 3) es negativo, entonces

IP (x + 2)(x - 1) 9.t - 3) es negativo; de este modo, vcada solt-

ci6n de], enunciado. en el problems 2 es una soluci6n de
-

(x + 2)(x - 1)(xk- 3) - ,O. Este inecuaci6n es, por lo tanto,\

una buena posibiiidad, *y cuando hacemo:s la grifica de su con-

junto de validez, ogtenemos la grAfica dibujadd en el proble-

ma 2, de modo que los (jos xiunciados son equivalentes.
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PAginas 410-411. Si x es una soluci6n de (x + 2)2(x - 1) > 0,

entonces + 2)2 no debe ser' 0, y, por lo tanto, debe ser posi-

tivo, siendo un cuadraclo. Multiplicando por el niimero Npositivo
1

$ obtenentos x - 1 O. VolViendo atrás, vemos que, si
(x + 2)4
x - 1 .> 0, x > 1, y, por lo tanto, x 0 -2. Luego, x + 2 0 0, y

asi (x.+ 2)2 debe.ser positivo. Multiplicando x - 1 > 0 par es-

te nrimero positivo, se obtiene + 2)2(x - 1) > 0. Por lo tanto,
(x + 2)2(x - 1)- > 0 x >

El conjunto de validez de (x

9 son enUnciados equivalentes.

4-'2) (x 0 es eliconiunio

de todoslos numeros queatirtgn en el conjunto de validez de
(x + 2)2(x - 1) > O. 'Hemos visto que precisamente el dltimo con-

junto consta de todds los x tales que x > 1. Asi, el conjunto

de validez de (x + 2)2(x - 1):-1 0 es el conjunto de todos los x

ta1que x 1.

. El producto de x / (X - 1)3 serg negativo, si y solamente

si o bien x < 0 (x - 1)3 > 0,. 6 x > 0 / (x-1)3<O.

La, primera clgusula es ,equivalente a "x < 0 x 1\ \> 0",

esto es, ."X < 0 / X 1".. Puesto que ningfin nrimerZ ei a la
vez menor que 0 y mayor que 1, este enunciado no tiene soluci6n.

La segunda clgusula es equivalente a "x > 0 / x - 1 < 0"1 y
esto nos da el conjunto de validez -consistente en todos los x

entre 0 y El conjunto de validez de x(x - 1)3 < 0 es, -i)or tan-
,

to, el conjunto 0 < x <1.

El conjunto de validez de x(x - k_ 0 consistirg en todos
3

los mimeros que no estgn en el conjunto de yalidez de x(x -
Hems visto que precisamente el atimo conjunto consta de todos

los x tales que '0 x < 1. Los ninneros que no estgn en este

conjunto son todos 1os,x 0 juntametit-e. con todos los x 1. Por

"lo tanto, x(x'- 1)
3

0' equivale a "x :ID 6 x > 1".

Hemos utilizado anteriormente el hecho- de que si el factor

1 ocurre tres veces, hay tres factores nue,pasan todos de ne-
,

gativo a positivo cuando x creciendo cruza 1., con lo cual el

Iprod-ticto de esos factores pasa de negativo a positivo. Algunos

1 74
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estudiantes sentirin placer en extender esta idea a polinomios

con un mismo factor repetido cuatiO cin6o veces y entonces,

'generalizar la situaci6n. '\

iwen factor que es Ian ndmero real positivo talcomo x
2

+ 2,

no har4 cambiar el signo del producto de negativo a positivo o

-viceversa. Doir esta.raz6n, el conjunto de valicilez de

* (x2 + 2)(x - 3) < 6 es el mismo conjunto de validez de

x 3 - 0, esto es, todos los x tales que x .4 3; y el conjun-

. to de validez de (x2 + 2)(x - 3) > 0 eS el conjunto de*todos

los x tales que x> 3. 1

Respuestas al Coniunto de problemas 13-6b; página 411:

x2 + 1 > 2x

x 4. 1 - 2x > 0

(x 1).2 > 0

Puesto'que a
2
> 0 para todos los nrameros reales- a, con

la excepci6n del cero, el conjunto de validez es el con -

junto' de todos los ndmeros reales 'excepto el 1.

40.m.m....=14.114+1......400.
0 . I

2. x2 + 1 0

El conjuni'o 41e validez ps 0.

3. (t2 1)(2 - 1) > 0

El conjunto de ndmeros (menores que o iguales a - 1) 6

(mayores que o iguales-a 1).

.44
- 1 0 1

4s S2 > 4
El conjunto de validez es 0

I 5



1)2(x. 2 ?-.0

El conjunto de dos los ir6meros reales, excepto -el 1 y

el 2.

(Y2 73, + -6) < 6
El'conjunto:de:los nrimeros (mayores que o iguales a 1
(menores que 0 iguales a 6).

6

(x + 2) (x2 + 3x + 2) < 0
El conjunto de' los nfimeros menores que -1, excepto -2.

8. 3Y + 12 < y2 -
1

El conjunto e los amieros (menores que o iguales a 4) 6
(mayores que o iguales '7).

-4

x2 + 5x >. 24

El conjunto de los niimeros menores- que -8 6 mayores que 3.
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10. 'Ix1 x -'2)(4.+ 4) . 0

El conjAmto'de los ntimeros mayores que -4 y menores. cm 2

excepto el 0. ,

. Respuestas''a los Problemas de repaso
, .

1.: SI,
1

emuu-namero real
.x2 + 1

x2 - 12 No, 0
x2 - 1

para todo

1 para x l 6 x

1
3. Si, es un n6mero real para todo x.

x' + 4

a

3
... 0 no es un enunciado para x = 3. g

x - 3 x - 3
\*

5. No, lxi = 2 tiene el conjunto de validez (2, ) pero 2

no es una soluci6n,de x t 2 = 0.
x - 2

) ,

6. SI

7. 0

8. [-33

9. 3,6)

10. (1,-1)

11. 0,4 2)

12. (-4)

13. 0

14. 0. Obskvese queN477172= ino puedt ser cierto para

ninen ntimero real, pues afirma que un nilmero positivo es

lo mismo que un nUmero negativo.

77



15. (2)

16. (2,-4)
IT. 4) NV

18. 0. Obs6rvese que x 0 es contradictorio con 1

x < co- es contradictorio con x =
2.

19. Todd x :excepto x = 71.

20. Todo x.

21. (a) El conjunto de validez es (-2).
La grafica

4.3 - -1 0 I 2 3 4

(b) El conjunto de validez es todo ,x tal'que x < -2

I > 2.

La grAfica es:

(c) Lo misrno que. (b).

(d) Lo mismo que*(b).

22, ir 2-x < x

Observam9s que ver 4-7-2x se d fine para x Z-, y que ei

bay un x tal que x 1 es vayor que un nrimero no negativo,
C"'*4

y.

entonc,es x > 1.

Asf, pues,

vel 2x < x -
es equivalente a

1 + 2x < x - 2x 4-2 1111

que a su vez es equivaIente a

< x(x 4f 1 ix>3

+.1

a.
'.11



islecesitaTaps considezar solamintecyilores de x > .1.

-= !=

1 2 3, 4 '5

Pox lo tan10 .el conleintp, de valldez -consist& en iodcis lop

ameros ruyores que 4.

La grAfica e:
0.

Na

6

Los primeros dog enunciados pop invet4b1es 2 puesto' que:
0.

.Si 0 -.4 a a2 1)2 .

.(ii) Si 0 - a <b, entonces

23,. (a).
A

a 4 ?

'(0

---77-1-4'"4"."4"4""+"""+""'"1".
-4E - I Q 1 2 3" 4

-

4. fait

t
a

.1.

a



Sugerencias par.a exaMenes

1. En cede .uno de los siguientes casoS, determina si los .dos
enunciados son Nuivelentes:

(a) 3x Ft- 6 8,

(b)

lxi 4.+ 1 =' 4 x2---9 id 0

2. En 'cede um; de loi siguientes ce'sos: determine si los dos:
. enungia5os son equivelentes:
(a) x(x - 3) + 3. (x, 3) = 0,- x

.(b) x(x - 3) 3 (x 3)-.. 0, x - 3 =
Determine el conjunto de valitiez .de cada uno e los siguien;
tes enunciados:
(a) x(x 3) + 3(x 3) =

(b) x(x 3) -.3(k - 3) =
WO.

4. DeterMine .01 conjunto de validez de /57.7-21 x 1.

Resutitre: - 9 = a

6. 'Construye la grAfica y describe el cohjunto de.validep de'
ceda uno de los -siguientes enunciados:

4A

'(a), 8y 3 > 3y +.7
(t;) ot xis< - x

Construye la gráfica .del eonjunto de validez vie cede uno de. .
loft siguientes enunciados 6ompuestos:. . 4/

(i) x - 3'
.

< 0 y ' * x k 0
< 0

.
6, x 0

> 0 6 x. 0

.
. '

* 4 ... *

8. Construye la gilf ice y describe el cpnjunto de validez de
V. . -u

d

.

o
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-

9

Resuelve y conitruye la grAfica del conjunto devalidez:
6

10. Resuelve y construye la gri'fica de conjunto de vaiidez:

5.

,

li. Construye La grifica y descrilie el conjunto de validez de
..'

. 1

.

C.
'119

a

*

St

4

x2 1 < 2x + 1

iSi

6

a

a

4.
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Gapftulo 14

PRAFICAS-DE ENUNCIADOS'ABIERTOS CONDOS VARIAAtEr'

En este capftulo, Axtendemos el mgtcido de representaci6n
. 1

de grgficas.en la:recta al pla o'introduciendo ejes coorde-
.

'nados y asociando 'Antos del p ano con pares ordena s de

ntimeros. Dibujamos las 4r6ficas de los conjuntos d validez )

de enunciados cOn dos variables, tanto de

--------
inecuaciones, y con especial-aeenci6n al prinCipio de las

expresiones lineales. Incluimos grgficas *de--enunciados

abiertos quq contj_enen 61 valor absoluto. Para los mejores

estudiant,es, dedicamos alguna atenCl6n.a ia reflexidn de los

Runtos derplano resPecto de un eje, 111 *movimiento de los

puntos en el piano, y al efecto de estA transformaciones en
`4

la ecuaci6n de la grAfica..
.

.*.
.. ., .

Los_ 'alumnos'que hon estudiado el cursq del SMSG para
.- . . -

.
. .

octavo gra'do tendrgn seguramente.ya.alguna familiarki!id con
. '

-el sistema de coprdenadas rectangulares en el piano y con..

-algunas grgficas sencillasmayor parte,de este capftuio,
. -

sin embargo, será nuev6 para ellos.

Ref6rimos al maestro a Studies.in Mathematics, Vol.

pgginas para una discusi6n de entinciados-abicertos

con dos variables.

14-1. Ei plano nUmerico real

Pggina 415. Pensamo's hacer bastante hincapig sobreda orà

naci6n en los pares de ndmeros, lo mismo'ahora que mAs ade--

lante,-para que resUlte perfectamente natural al estudiante.

1 S2



'486.

Por eso empezamos con una recta numdrica.

PAginas 417-418. Aqui una vegimás tratamos con la ordena-

cidn. Es de esperar que el estudiante se de cuenta de que

para'puntos P, A, B, L y Q, el udgL escritb,primero es el.

asociado con la recta numerics horizontal, y el segundo es el

asociado con la'recta vertical.'

El par numdrico correspondient al punto Q difiere del

que corresponde al punto P en que segundo ndmero par,a Q

es negativo, mientras que el segundo ndmero pars P es posi-

tivo. El segundo ndmero 'pars Q es negativo, p rque se mide,

hacia,abajo respecto de la recta numdrica hot. ail, mientras

que el segundo ndmero pare P se mide hacia arriba.

El par ordenado asociado con \es (5,4), con C s

(r2,-5), con K es (0,-5), con D es (3,-0. El par ordenado

asociado-con H es (0,0), coh F es (8,0), y con G es (-4,0).

'Si un punto estA sitilado gh la recta horizontal, el segundo
*

ndmero del par ordenado asociado con el punto es 0. Al

seAalar la diferencia en los *pares ordena4os de ndmeros aso-

ciados-con S y T, de,nuevo insistimos en la ordenacidn.

Respuetàsal Conjunto de problemas 14-1a; pgginas-4187419:
At

4

E( 2, 3 )

S3
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2.. Senallese a los estudiantes el uso de numeralts

romanos en la numeracidn.de los cuadrantes. L'os

puntas para los cusles la sdgunda coordenada es

igual a la prtmera estain situados en lo's cUadrantes-

I i III.

3. Todos los?untos con

ordenada -3 estain

situados 3 unidOes

.1`

S.

por debajo del eje

x. Porvan una recta.

6

t
,

Todod los punids con

abscisa et.4riqn

1 1'
la recta :12 unidades

a la dareala del eje y,

t

EMMEN 110111111111INNI
1111211111
111111111111=MEM=

RIMER
11111111111111

111111111111multi 0 iwuuuu
111111111111111IIMIll
IMIIIRPIONNIPmemui

.. r3 0,-3) (3 -3 ) , )

(*



4 A

Respuestas alConjunto de problemas 14-113; pAginas

lumummosigunuinumumminnunn
iminammilli

1111111111
111111121111111

11111111111111111111111111111111111

11111111111

MR EMU=GM=
L -0 MOM=

MIMS= IM1111111111111

11111111114111311111111111111111
WaIIIIIIIIIIII III ME
II 1111111111111111111111111111

F gura para el problemaA.

2. G y H no son el mismo punto, porque, aunque los

mismcis ralmeros.se usan en las coordenadis, la

ordeniCidn es diferente. Por'la misma razón, I

* el mismo spuntoe ni lo son' K

dos los hares ordenados

de ndmeros ienen abscisa

puntos para Ids cuales la
4 0

abscisa del'par ordenado

es 2 eqtAn en lasrecta

paralela al eje y.; 2 uni-

dades a la deretala del

igual a. 2 Todos los

mismo.

0 1(20)

yJ

Figura para e1 prob emi 3

Todos los pares ordeacan con ordenada igual a 5
,

.

estAn asociados con puntos 6 la recta pa6leia al
.

eje y, 5 uniaades.lior enama del mismd.

Or;
,-.)11

4

S.

44



pudijeran localizar

todos los puntoscuyas-.

cootdenadas scon pares de

AlliMeros:tales que,e1

primer y segundo pdmeros

de cada pat sean el milpo,

se tendrial'unl:recia paSando

por el prigma.,,

48.9.

II

Figura pars el problems 5

*6. Cada punto va a un punto con la misma or4nada, y

con abscisa-el opuesto de la del punto original.

:(a) (2,1) va a

(2;-1)

1
va a

11'

(-1, 1)va

(3,0) va

(-5,0) vs

(0,2) ;ra

(0,-2) va

2).
2'

a (1,m'1)!

a

a (5,0)%

AM0,2).

a (0,=.2).

(b) (-2,1) va a (2,1).

va a (21-1).

:(1,2) va a (442).
1

(1,-1) va a (-1,-1).

(-3,0)* va a (3,0).

(5,0) 'va a (-5;0).

(0,2) va a (0,2).

(0,-2) va a (0,-2).

.t-

4



49 0

(c) (c,-d) va

\(d) ,(-c,d) va

-(e) (c,d) va

a'
a (p,d) .
a (-c,c4.

(f) Los punt9s en el eje y

no cambian de posici6n.

(1:31)

(-1,1) va a

va a

(0,-3) va a

(3,0) ..-va;a

va

( ) va a (1,1),
'

(-3,1) 1181 a' (-4,1).

va a, (-2,2).

(-2,13)sva a (0,-3)..

(10) va a (3A).

(c) (c:12,d),va a (c,d).

(d) (-c-2 d) va a (-c,d).

MINIM
11111111.41111111111WW11111111munnoralliIMEMEI

011111111111MEMIIIIIIEE011
1111111110iiiialaTialifin111111111

-RINE IN 11111111110

Figura para:el problems 6.

Figaa p

(e) Todos los puntos cambian de

"

a el problema 7

posici6p..

4;

4 1
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14-2. prAficas de enunciados abiertos con dos variables

Nuettro objeto aqui es establecer la conexión entre los

pares.ordenados como aspciados a los puntos del piano, y los

pares orde dos como soluciones de enunciados abiertos. De

nue0o el ace o estg en la'ordenaciOn.

,Pggina 421. Si se asigna 0 a y, '-2 a It., tenembs'

3(0) - 2(-2) + 6 = 0. Este enunciado no es cierto-.

Si se asigna 0 a x, 2 -2 a y, tenemos

3c-2) 2(0) + 6 = 0. Este enunciado es cierto. ,

,P4Kinas 422-23, ComowithoS'apterformente, (0,-2) pertenece

al conjunto de validez del enunciado

3y - 2x + . 0,

rkientras que (-2,0) no pertenece a ese conjunto de validez.

Si r se toma como la,primera variable, las soluciones

1 /de "s = r + 1" incluyen (0,1), (-5,-4), (2'-
3

y asi
3

s,ucesivamente. '(-2,-3) no es una soluci6n, pero (-3 2) sf

lo es.

Si u si toma*como la primera variable, las soluciones
2, 4

"v ... 2u " inclUyen Ips pares ordenadoi (0,0), (2,8),

N-(-1,2), (.5,.5), asf sucesivamente. (-1,2) es una solu-

ci6n; (2)-1) no.satisface' al enunciado.

Las soluciones de "y = 4" como un enunciado con dos

variabres, incluyen los pares ordenados (0,4), (-3,4),

(5.3,4), y asf suCesivamente.. Todo par ordenado que satis-

face al enunciado tiene ordenada igual a 4.

Todo par ordenado que satisface al enunciado "x

tiene abscisa igual a -2.

1SS
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eh

Respuestas al Conjunto de prOblemes 14-2a; págines 423-424:

L. (a) El conjuntb de validez es el conjUnto de todos

los pares ordenados cuyas ordenadas son iguales

a 5.

'(b), El'conjunto de velidez es el conjunto de todos

los peres'ordenados cuyas abscises 'son iguales

a O.,

(c)- El conjunto'de validez es el conjunto de todos

los pares ordenados tales que la ordenada es

-3 veces la abscise.

(d) El corfjunto de validpz_es el conjunto de todos

los pares ordenados cuyas%abscisas son iguales

a 3.

2. -Aqui se sugieren,algunos pares. ,Rigase que cada

estudiante revise sus soluciones prefer:ides verifi-

cando si satisfacen a los'enunciados abiertos:

ISD

(2,4), .

(0,2),

(0,1),

(0;o),

(-2,-5)
(-5,4)
(3,8)

(4,3)



(a)

Figura para el prob ema 4(a)

Figura para el problema 4(c)

'(b)

1411

Itigura pare el poripblema 4(b)

,

(d)

Figura para el problema 4(d)'

hacer estos,problemas, y'en la discusi6n de ellos en

clase, los estudiantes pronto notargn que los puntos en (

parecen.pstar en una linea recta, al igual que los puntos

en (b), mientras que ..(41,11i los de (d) estgn en una

sola linea recta. Estimdlese a los estudiantes a considerar

esto; lae respuestas aparecergn rags adelAnte en este, mismo

capituld.

19n



ylginas 425-421.

-2 *.

,

El examelltde la gráfica demostra 4 al estudiante que

todos los puntjasociados con los wes ordenados indicados

en la.tabla, paeecen estar.en la rc.6a.

Las coordenadas del punto A satisfacen a la ecuación,

'puesto que

2(6Y_e5(2) 6 = 0
0

.es un enunciado cierto.'

La forma general de la ecuaci6n lineal.Oon dog

. variables

Ax +. By + = o
N N

deke ser destacada, y se debe referir a ella.con frecuencile

para gut los discfpulos puedan reconocer al momenta talespt

ecua6JeLes y asociarlas automaiticamente con lfneap rectais:
) /
Pue7to que los alumnos no han estudiado forTalmente la.geo-

mytria, no debemos epperar que entiendin una definici6n

geom4trica de la recta. Sin embargo, su experiencia en

dibujar graicas de ecuacioneg de la.forma Ax + BY + C .= 0 ..

sugiere que tomemos coma definici6n de recta, la .siiniente:.

Una recta es un conjunto de puntos cuyas
4

coordenadas satisfacen a una ecuaci6n de

la forma

Ax + By + C = 0, %*

con A 6 B Al menos distinto de cero

En general, cada graica (conjunto de untos en tia Plfano),

.atirl la gráfipa vac/a, esti asociada con un enunciado:abierto

e inversaMenee.

Ilfbb 191
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Obsérvese'que hews usado. nea-rtcta 1"!pecta"

1ndistintamente. En adeXante, preferireMos la expresión ads

coria "recta"
sL .1.

Respuestas al Qoniunto de probremas 14-2b; pdginas. 428-429:

El maettroslebt insistirl en todos los vjerclicios
v

.

siguientes en quc sl-tracen las kec'ysts tad largas como.ser

posible dentro del campcjdla grafica. Des& el principio,
,

.

1 la tendencia a dibujar olamehte segmento*s aebe eliminarse,

4

c^,

menos que las limttaciones sc

abiertos.

1 Todds los puntps

con ordenada -3 'eaten

en una recta paralela

' al cje jprizontal, 37,

-3 da es por debajo

de date.

2. La Zittci6n Maya

gfAfica es el eje

horizontal es fly = 0".

La eca."asi cuya grl-

fica ps el eje'vertj.ca

es "x =

1*
a A

incluyan en los enunciados

Figura4 para el problema

t

Figura para el-prob eut 2

%dear

4

a.,
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La recta (a) incluye

todos los posiblesOlantos

para los caales la abscisa

ds igual al opuesto de la

oidenadal La recta (b)

incluye los puntos para

los cuales la ordenada es

el doble de la'abscisa.

'la repta (c) inCluye los

punios.pata los cuales la .

ordenada es el opuesto4del

',doile,de la abscisa.

'Todas estas grigicas son

rectes, y"todas pasan por
s.

el origen. Sus esuaciones

son:

(a) y = -x

lb) 'y = 2x

(c) Y =

"Todas las grgiicas son

rectas que pasan por el

origen. La gráfica de

(a) asoiende a medida que
1

WA de izquierda a derecha,

mientras que la gráfica-

de (d) desciende. Lo

.mismo se puede decir de

las grgficas de'(b) y

(e) y tambidn de'las

grgficas dd (c) yv(f).

193

Figura
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Figura para el problems 3

arii el problema 4
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La'grgfica dé

. (a) difieri de

:la grgfica. de

N'(b) en que'.

corta al eje

en,un punto 8

unidaaes por

encima del

punto en que

19 corta la

grgfica de (b).

La grgfica de

(c) +aorta al'

-eje y en un

puntQ 10 uni-

dades por.
.encima del

punto en que

lo corta la

grgfica de (d).

497
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Figura .para e problema 5

La grgfica de (e)Nno solamente corta el eje y en

un punto diferente del punt9 en que lo corta la'

grgfica de (f)., sino quo' tambign la grgfica de,(e)

asciende, mientraska grgfica de (f). desciende.

Lasygrgficas de (a) y (b),parIcen ser un par

'de rectas paralelas. Las grgficas de (cY y (d)

tambign parecen ser paralelas, pero las grgficas de

(e) y'(f) no lo son.

Pgginas 429-430. Al intenlar situar puntos tales como

(-2,95, (-1,2), (0,2) (1,4), ,(2,8), y (3 10), Ios.estu.-

* diantes notargn en seguida 'que loi7puntos no estgn todos

una recta, sino que estgn por encima de la recta que
.\ ..

4:

191
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constituye la grgfica del enunciado abierto "y = 3x", puesto

ve a 10 largo del eje y, "mayor que signifia "pgrencima

de". El enunciado abierto cuya grgfica 4es el cpnjunto de

Puntos pare los ctialeshe'ordeneda es mayor que 3 veces la

abscise, es "y 3x". 4

Respuestas al' donjunto de problemas 14-2c*; páginas 432-.435:

1. El enunciado abierto

cuyo conjunto de validez'

xes el 'conjunto de pares
1 ordenados tales que la

ordenada es

dades mayor

' abscise, es

dos uni-

que la

"y = x 4- 2".

La'grgfica del conjunto

..de puntos asociados con
4

este conjunto-de pares

ordenados es 14 recta

mostrada en la figura.

Con r,eferencie al mismo

2

1

F gura pare el problema 1

sistema de ejes coordenados,

no es posible dibujar las grgficas de ambos enUn-

ciados "y> x +-.2" z "y x + 2", porqut en el

primero, la recta cuya:ocuacicin es "y = x + 2!'1estg

punteada, y en el segundo, es una recta de trazo

-continuo.

Figura par4 el prob 1(a) Figura pare el problema 1



/ En 'el enunciado, "y =

puisto que 1x1 es positivo

o'c.aro para todos

valores de x, Se intier-e

:clue y nunca eene6ativo.

Las.solucipnespara las

'cuales, las'abscisas.se

dan son:

.(-3,3), (-1,1),

(2,2), 4,4).

3. (a).-y.=- 2x

1 0

0 k 16

= 3x

x 0 2

3r, 0 6 9

.Y =

x -1 0 2 5
2 --

.i.g 0 0.1

x- 0 3 6

7 3 2 0 ,..-2

A

Figura
,

para-el problema

1.

2

499

1

I

y
T,

.

,-(

. e.

1

l Jr 4.

.4.4.

1 , .., 1 1

Figura para el probleftla 3

..(e)' y = x
,

-4 0 3 1

-8 4
-x

n 7 5
.

A

.1

Las gr4ficas Ae todos estcA enunciados abiertos s n
rectas que pasan por el origen.
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Figura para iP prob);ema 4

Las gt4ficits de 'todos es-tos.enunciados abiert6s son'
recta. paraleiaS 'mins a otTas.

MUMMEMMEENNIMMEMME=MUM=MEL
h:ikt a XI

0

Figurapara el yroblema P(a) Figurt para el pralema

Nsb

(a) (b)' 2x - 7i > L.
0

y - 2

(
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Figura para el problema 5(c

(c) 2x L Ty < 14

2 2

501
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Figura 'Sara elproblema 5(d)

) - 7y > 3.4

2
Y x 2

En las paites (b), (c) y.td),yara obtener la ibrma
4$

46.

en y,recordamos el trabajo hech6 en la sección 13-2, al hallar
1

los conjuntos de validez de inecu'adiones. Higase que el
. ,

estudiante recuerde los pasos implicados.

2x - 7y . 14
s:

7y >-'14 - 2x (Propiedad aditira de la ordena-

cidn)

ly > -2x +.14 (Pro-piedad conmutativa de la surna)

2 (Propiedad multiplicativa de la

ordenación)

193
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a

t,

.7(e) 5X

I 1

#

Al halfar puntcA
- (a), :s.eria- bpQrama-

alaun discusi6n 4en

.
.

_ AaSe sot;re vaIoris
.

..-tonvenfentes sAra. .,.
.,Ftglira parp er1pr iiblitya,......,

0 i punto-.4.2,0) vateca
i es.ars en.14s gr4fitas

-

, ti.a (a).; (c)..y. (d): .
A scontinuacien, vi,fi ' =
camoi que ests cosirde-:

) -rlattak l_osa;isfacen aa..-i.
. , ,.

114111MMEMEMIS
MEMMEMERMEN
MILIMMEMNERM
ICOMINMEAMMO
EMMIIMEMMEOM
NOMMUMMMEMOONERWOMEM
MOMMENERVION
119111WINDIAMM
SUMWMAMENOM
minareiammamm
WHIPAMMENSUM
MMWMMENIMMEL
EMINUMMENSO.
MENIMMINMEMM
MMA.211111,MUM
AMEMEUMUMOM
OMMEEMOMMENWM =PIM

,

y ettunciados labiertos
4correspondientg:

s(a) 5(2) -- 2(0)= 11?
es.un enunciado cierto.

4.

(c) 5(82) + 0 tn 10 es **4
enunciado pierto.

(a) 3(2) - 44(0) 3.6 es*".-

c.

"t

up epunciadö cifirrto.
t-

48



,

AquOseriS:.ae $kan

ayuda par.tei jtu-

diante sealar,que
4* s

pueqp sustitulrse x

por'un namero4tero

de .cal'maneraque

'reVilte_Tun valQr _
. .

enero Ara 3entclnCeg

puegen hallase 4ntos

'otros comp'se;ilesee;
-

sumqn:do z.d..pruper=valor

pk x mattiplos del

denaminador',4 la

fràpci6nque es el.

fitiente.cle x.

plo!.

AdEll
111111111

MEM
BEI

Figurp paira el pro1lema-7

, .1 8:

*

N.

1 acy .

3. J.y = ux + T

4Aquf es evidente a itmpre vista, que no hay valores

denjalores enteros pars y.

mejor posible:

gnieios Ore x

De modo gue -hacemo

x -4. 0 3 6
-

3-IT 1 i
IT

ri

ihk

503



( ) 3x 227 = 5

7

1 .2x 12
3y rx3

. ,
5

7 7 .

8. (a)

8

4 12 16..
-6

0 -
-3.840-15 -9

x ---3 -1 0 17 2

1 1
7 9

x
1

"g
1
.."e 1

- \
r ---../ 2

1

- 1 1
, -..zr 0 1-7 -1 - 2 - 4 . -9

'Cc)

x -3 -2 0 1

10 117 1
117 2 .

1-77 10

-2 -1
-4

1-7 1--ir 7 1.2 1 2
.

Y
1

--T -1- -2 -4
ttnIng1

valor4 2 1
1r 1

w,

Observese eme aproximamos 1.0 mediante .1.4 cuando dibujarons
gréficas.

.NO

2 01

.
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Figura pare el problema §(a):-(c)

505

.4. ....... 0

I t
4 s .
s
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TtT
'

I

I

t

I t
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I

't---t-a 1-L-1-
-r-

-1-
t

.

-I
69 .

... 1

i.
1

1 i
_

1

1., 1.
.

1 .1
3/4.

.,
1

I1 r 1
,,

1-1---1-1

Figuva para el probl4 8td)

A,

Las graicas de estos enuaciados no son'°rectas,ino

curves. Los enunciados abiertos pare las tres primeras

difieren de las consideradas en probjemas anteriores-en

este cEiliftulo, por el hecho.de que en cada una de'llas la

x estg elevada al cuadrado. En el enunciado. abierto Fara

(d), y es igual, no a un mdltiplo de'x, sino a su

recfproco. pe manera que no podemos decir que la grgfica

de todo,enunciddo abidrto es una rectat No hay ningdn

,perjuicio en decir a los estudientes que las tres primeres-
.

.grgficas se llaman pargbolas, mientras qud la cuarta es

yna hipérbola. Estes curves se encontr rgn otra vez mgs
.

adelarite.

*9 El objeto de este problema es hac,rr, que los alumno

se percaten de que un punt.o dado se puede asociar

con.muchos tlaret ordenados diferentes dependiendo

ello de la localización de rps'.ejes.

4
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(a). Puntoi (x0Y)

P

.

(-4,2)

Q (-506)

e
R (11,8) .

S: (-80-2)

T (801)

U (2,2)

Ae
.

(3,-4)

w . -(124..)

44 4

El estudiante dotado ptede destubiir rilpidamente we
pars cada punto, = x - 4" "b = y 3". Debe

acostumbrarse a usar estos hechos como,una verifi-

caci&I de sus resultados. Si al trätar la parte (b)

lo hace, entonces debe veiificar cada par ordinado

situando el punto en la figura para este pro lema.

(b) (x4a)

(50-6)

(-30-)4)

: (305) (-1,2)

Pendientes e intersecciones con losiejes coordenados

Los estudiantes necesitan dibujar cuidadosamente las
\-

grgficas de (a) a fj) y hallar la ecuación de cadaTna de

'estas grgficas como preparacidn para elTirjunto de pc,oblemas

14-3a.
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,

-3
...

.,0
---,

..3.1
.

. 3. 5.1 6

uando los puntos sucesivos se unens; resultan s4tuados

,.en,14na recta. No.hay puntos en la tabla que Air-estén

507

-, .

en Ift recta que pasa poi los puntos (-6,-6) yq6,6).
..

'El pUnto (8,8) estg en 4 recta, perono en .),A parte de
. ella .evtre (-6 ...6.) y ,(6,6) -. El enunciado abierto sqlke

..- . 1, .
. '-

describe esta sr.ifica-,para'todos -los pdntqs del: .pl,pno
. A

.
At

. es""y = x", La recta divide lin gngulos formados_por los
,
. .

4.

ejes en dos partes iguales.

(D) x -5.1
Y'

,4.1 0
r
2.5 1

_

6.1

_
7

.0

. 5.1 A.3 . 0 -2.5
..

- 6 1

A
Serfa fficil, por supuesto. determinar, pares que cumplieran

, la condicin, sin hacer la: tabla. Una recta piSa por

todos los punos. El enunciado abierto que describe

esta recta es "y = -x". thiere del enunciado abierto

0 (a), porque aquf aspciamos con el opuesto de x

Los estudiantes pueden notar que recta divide en

dos partes ..4.gugles al otro par de 4ngulos, formados por

los ejtes.

)4

A

I.

ft&
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,

2x

= 6x'

(e ) ..7 =.3x,

(e) y = -I*

(h) y

(1), 4x
'(i)) y =,rx

(k) y.=

11 a
.abonya

-st

7
1

ell PRIF AI
14. WINVAIM t I
04 NW pow- 1-r1

bi..- hi.
NOMIiiirat.miamaldilif

1W
\I Pt

1110°'71/

iliftM4sin
ZI.11m1Mall

itiaik°116.

-"6144111
'

:-

47Arz i..11()
IMAY EU4 wasv r 0 1k II

.1

Respuestas al Conjunto.de prob emas1.4-3a; pflgi.7-438:
-

FigUra

s

1. Los coeficientet de x en los enunciados abiertos-

pars los cuales Ia rectas estAn entre las grAficas

de "y = x" 2 'ix.= 9", stm 2, 6., A. Observamos,

que todos estos ndmeros son mayores que,l.

Los coeficientes de x en los.enunciados abierters

pars los cuales las regtas estAn entre las grfifiaas
1

de "y = 0" "y = x son -2- y.. Estos coeficientes

son'mayores que 0, pero msnores que 1.

Los coefiaientes de x en-los enunciados abiertos

psra los.cuales las fectas estánAntre lastrAficas

1
de fly = 01,k "y = -x", son -- y Estos coefi-

2 6

ciente& son' menores ques0, pero mayores

4. Los coeficientes de x. en los enunciados abiertos

Pard.los cuales las recta están entre4as grgfj.cas

t-o
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de fly = 2 "x =.0"., son -76 y -3. Estos coefi-

ci4ntes son menores que -1.

La grgfica de "y = 0.01x" estg entre las,grglicas de

La grgfica de "y = estg entre las grgficas

de = -x" "x 0".

La gr4fica de "y = -56x" estg ent.. Te las grgficas de

Hy = ...,xit ,11x. 011
.

.
.

;.1a grAfica.de 13r -4 ix" estg entr'e las grgfica§ dzo
, '.!.

= 2 0"."y -x" "Y IR.. .
-414

5xti _
, La grgfica de y - estg entre ias grgficas 4e

12 .
,

y = x" "y =
25xtt

.La grgfica de "y = estA entre las graficas de
24

"y = -x" y "x = 0".

Hay muchas rectas que contienen el origen. Drónde

estg situada, con respect° a los ejes, una recta que

covtiene el origen, -depende del coeficiente de x

en su enunciadp abierto.. Cuando el coeficiente de

x es positivo, la recta estg en los cuadrantes
,

I y AII.. Cuando el coeficiente de x es. negativo,

la recta estg en los cuadrantes.II y IV. Cuando el

valor absoluto del coeficiente es menor que 1, la

recta estik entre "y.= -x" "y = 0", 6 entre

fly = 2 "y = 0". Cuando el valor absoluto del

coeficiente es mayor que 1 la recta estg entre

"y =,-x "x = o",6 entre "y = x". "x = 0".

7 Las grgficas de ecuaciones de la forma "y kx",

donde k es'un n4mero real, son rectas'que pasan por

el origen. Cuando k es positivo, la grgfica'estgf

en los cuadrantes 1 y III. Cudnao k es negativo,

la grgfica estg en los cuadrantes II y IV. tCuando, k

o



estA entre 0 ysl, la grAfica estA,entre lap grAficas

.de "y "y 0"., Cdando k).1, la grAfica estA

entre los grAfitas Oe "Niiik-x" "x -:CUando

k -1,.ia grAf#a estA entre las grqic4s de

"y = -x" "x = 0". Cuando Iki l, la grAfica estA

entre las grAficas de fly x" "x 0", 6 entre las

grAftcas de "y -x" lux .Cuando Iki < 1,la.

grAfica estA entlip'las,gzAficas de "y = 0"zs

y o 4rare "y = "y = 0". Cuando k .es 0,

'la grAfica es el eje x.

PAginas 438-439. Plra hallar las ordenadas de puntog pare

el tercer enanciado abierto, 3- 3" restamos .3 dela

erdenada de cada punto en la grAfica del primero. Las .

coordenadas de los puntos en los cuales las rectai (a), (b)

y (c) intersecan al eje vertical.son (0,0), (0,4) y(O,-3);

respectivamente. Li ordenada de cada par es.el misrao ndmero

12
que el afiadido al t

3
6rmino sx en pl correspondiente enunciado

abierto.

2 "
PAginas 439-440. La grAfioa ae 1 ly x + 4" podrla obte:

3

nerse trasladando la grAfica de "y = 2i" 4 unidades hacia
3

arriba.

La grAfice de"y 3" podria obtenerse trasladando

,la grAfica de "y =--2xl 3 unidades hacia abajo.
3 -

Los enunciados abiertos ion:

2
y + 6

2y x -'6
3

Sus grAficas se muestran en la figura 2.

-



-La.pendiette es negative

cuando la recia-desciende a

,medida que se recorre de

izititierda a derecha. La

pendiente es 0 cuenao la
A

recta es paralela al eje x.

La recta 4'x = 2" no tiene

pendiefite, Rprque no podebos

escribir "x = 2" en la forma
.

en y. Asi, cda recta no

vertical tj.ene una pendiente,

y solamente las rectas verti-

cares'no tienen pendientes.

EO MO!211111111111111
MIIIIIIIIPA111111111111111111

NEM MI1111111111111111111
2111111111MEMINIIII
RE111111111111111111111111
RIIMII1111111111111111111
1111111111111111110111

0 1111311111111111P2

11111111111/111/02111111

MIIIMICA21111111111MIA
MINIM

Figura 2

pegina, 441. Si tomamos c6mo primer ndmero en el numerador y

en el denominador la ordenada y la abscise, respeCtivamente,
2 - 7 5

del punto ( 7i,2), la rez6n es: r--27, 61. De modo que

obteiriemos el mismo valor' pare labraz6n, no importa que par

ordenado tomamos

,Pegine 442. Podemos elegir, esencialmente,.entre dos posibles

definiciones de la pendiente de la recta: el coeficiente de,

x en la forma.en y de la recta, y la ramin de la variación

vertical e'la variación horizontalkal pasar de un punto a

otro en la recta (no Vertical). Ell'un curso de geometria

analitica, en el cual a una recta se le da una significaciOn

geolmétrica, la segunda se tomarla como deTinición, y la

primera se demostraria comb unteorema. Aqui hemos'Idefinido

unaxecta mediante su ecuaci6n, y es nata-al tamer la primers 's

\
I.

1

*
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s.

definici6n y demosttar 1,a segunda. Los estudiantes mgs apro

vechados preferirgn remplazar la fraseologfa del tqorema 14-3

por el.simbolismo preciso': Si (a,b) y (c,d)

diS)tintos en una'recta no vertical entonces la

de L es

b d

son puntos

pendiente
'1 -

a - c

La pendiente de la recta que contiene los puntos (6,5) y

(-2,-3) es
-

6 1, La iendiente.de.la re4a owe

conti.ene loas puntos (2 7) 'y (7,3) es, 6 7 3

Respuestas al Conjunto de problemas pggina 443:

(b)

( e) -2 r11
-1 -4 -5

0
75 . 0 (f) 2 no tiene pendiente

L., 10 - (-12) 22
2

:(2)

(h) 7

4 4
7

,PARiAa 444. La ecuaci6n de una ttecta paralela a la recta de

la figura 10 del texto, pero que contiene el punto (0,6) es

4y +
3

Respuestas al Conjunto,de problemas 14-3c; pggina 445:

2.

3.

y x + 6

4y = x - 12

4

2
5



5-1 y

6. La pendiente e
0 11 _ 4 7.

4 la ecuacidl, es

"y= x 3"

= VeriTicaci6n:
7

11 = (4) - 3 ./*'

7
4 = -1(2) - 3

= . 1;6 7. (74)
7. La pendiente la eduaci6n parece

ser "y, = x", pero (516) Y no estgien esta

rec%a. No hay ninguna recta que cumpla estas condi-
.

,513

ciones
fb=

Páginq 447. Si pendiente de la recta hubiera sido 2

hubiSramos escogi.do puntos partiendo del (0,6), contando tres
*

unidades a la derecha y dos u dades hacia arriba, o tres uni-

dades a la izquierda y dos nkdades hacia abajo.- air° punto

estarla.situado seks unidades a la deresha y cuatro unidades

.hacia arriba, y ast sucestvamente. El enunciado abiero pare
2

esta recta 'es y = x + 6.
,.

.. -,

Recugfdese a los estudiantes'que las
.

ik '-.0'

tienen pendientes, uy tales rectas tieien

rectps verticales no

ecuaciones "x =

dohde k es un ndmero. jtsl, la ecuLición de la recta que

contiene el punto(-3,4) y quega t*nga pendiente es x = 3.

RespueStas 1 Conjunto de,problemas 14-3d;'pgginas 447-452:

1. (a) Puesto que la inter;

seCci6n con el'ejey

resulta er (0,2) en.la

grAfica, la ecuac5.6n de
5

la recta es y = + Z.

*

'21.0



a
44 ) La reta:lue-t.--

-tiene y

que carece de pen-1

diente tiene por

ecuacion.x

Lfamese la, sienc,p5n

, ,

/1111111111111111EIIIIIVAI
'111111111111111Mrv

2111116111111111
IIIMWAMII
p

t---}---a-.- A
, ,. ,

.4111111

ligur.alpara ,e1 problema 1

sobre.la-distincift

entre lis pendientes

de (c) y (e). Para

(c), la.pendiente.esl

0, y la ecuacidn es

4. Para (e),

no hay pendiente, puesto

que el denominador-de

la forma fraccionaria

de la pendiente es

c. 1

11151M1IIIMIIIIIMMIlr-
1111111111111W Wan

11111111ESSIMMISIII
621111111144V

1111111M431.11111111111
WIPAWAILIMIIIIIIIIIMII
ranligig
IIMMEENMEMbh._
SINFAIMMEL/
EMPAIIIIIIMIIIIE

6..irdll

BM SCA

EXIMAIN,

-al

V EH
ME

.3 3, 6 0.
Figura para el problema 2,

'La pendiente de la recta que conlene (1,-1) y (3, es

1 't

3 --(-1) 6,2.
3 - 1

La pendiente de Ia recta que'contiene (

(-3 9) es

-9 -

Ror lo tanto, el- punto (-3, ) 'esti en la recta que

2.

contiene (1,-1) 7 (3,3).

3



'515

(a) Todhs las rectas pasan por el origen, 0 tienen.

el punto (0,0) comdn.

3

5.

if

1
(b) .Todas las r:ectas tienen la misma pendiente,

(c) Todas las xectak tienen la tasma ordenada en el

origen, -3. .

(d) Las rectas tienen la misma pendiente,

Adegas, Iasi dos rectas cuyos enunki.ados abiertos

1
son "--x + y "2x 4y 12" tienen la

2

misma ordenada en-el origen, y, por tanto,,son'

-paralelas a la primera.

'311M
'NEMMEMMIMME
''SSMNIMMEM

MEMMINIMM

MRSSOMMEMII
MN MWMOSM MESEMI=
N.CoMMINIMMOR
MIA II=EMI

aSSIM

MU%
SOMME

Figura 'pare el probiema 4(d)

a) ky 12*A;d0V+

- + 3

(b) 2x -.3y . 6
2

. La ordenada -en el origen de (a) es 3.

a

'1

Nr
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5,16

La ordena4a en el origen

de (b) es -2. La pendiente

de la primera recta es -

- s La pendiente de la
4

2
begunda.recta es 3.

Las gráficas de estos

enunciados son rec4s,

porque cada enunciado

ablerto es de la

forma

Ax -I- By -F. C = 0.

#

Figura para eliptoblema 5

. Figura para el problem 6

2 13
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(0,) y = -?x +

-yr

(d) = Tx -5

(e) y = mx - b

517

La ecuaci6n de-cada recta puede escribirse en la form4

Ax 4- By 4- C = 0. Cada una,de éstas puede' flere eri'

,la for(tla y N= b, excepto cuando 'B = 0. VI el

eje y.ti ningana recta paralela a1.mimo, pueden

ponere en,la forma y = lax+ b. ,LA ecuaci6n del

eje "y = 0" es de este forma con . in b'ambos 0.

4 - 0
8. Lat,pendiente es 6 txdenada en el origen

es La' ecuaci6kz! "y

9. Puesto que'la ordenada en el origen er.:7, la recta

, contiene ei panto (0;7). Como tambiOn contiene 'il.

panto (6,8), su pendiente se puede bi

-

escrir en la
0

&
,

8 -' 7

'
6 La ecuaci

.

forma on de la recta es
6 0 6* -.,

. t .1.

1
7"..,

.
.

10. La pendiente es X3)
6 L'a'pendiente de la

. 3 - -
y 2

recta que contiene (-3,2)
-

.,),.. (x,y) es -x La
. .

pendiente de la r'ecta que contiene (3*, 4) y. (x,y)

es x 3 . Pudsto que -1, I X- 2 son

pare el mismo ndmero

Y 2 = -1, siempre que x -3.
x (-3) /

Entonces, obtenemos y,- / = (-1)(x t 3) despu4 de

multiplicar ambos miembros por "(i +3)", t'con la

restricci6n de que x 0' -3: Luego,

y = -x 1.

A

S.
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4
qpino z

ie

Z-4)
3

siempre clue. x 3.
x - 3

Entonces y + 4 =,(-1)(x - 3) 4, s ear,

son nombres para el mism9 ntimero,

, 2. - 3
11. (a) - La pendiente e:s .(4 -5)

. .. . 1- 0 6
5 y 1.Cordenada en

- el origen es 3, de modo que, la ecitad.6ri es-%
,

-

a

(b) ,La pdndiente es (-4) - 8 6 1.2 y.la ordenada

en el otigen. es -4, de modo ,que, la ecuaciOn es

. 12 x 4"
5

(- 5*(c) La pendiente es 7 2) o -3-, y la ordenada

tn el origen es de tnodo que, la ecuación es

y =.-5)i - 2",..
3 N. C

(-2)
(d) La pendiente es 6 z-54,. y la ordenada

. i 0 - 5 'it 4

en 0. origen es 6, de-modo clue, la pcuaci6n es

Sly- -§-x`+ 6".
5

a (e) Dos gxpre4iones para a Tendiente son

0 - 3 1 sr x - 3.
x (-3) .1`- 6 - (-3) 3

y 1Fatonces
-h 3 -d1

y - .3 - + 3) .

21e; a

+to
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\.....-.
4

.(f) *Dos'qxPresiones Vara la pendiente son . .

-5 - (-3) 0, si x 0 -3.
.

12.

onces' 0,x 3

y - 3 = 0.
,

(g) La pepdiente- es
3 (3)'

'Pero no es un .
. - - .- 0 0

Omero. Poi: lo tanto, la c.ta no tiene pen-

diente. Las dnicas.rectas que no tienen pendiente

'son las rectas verticales. La, recta vertical por..

'punto (-3,3) tiene 1.a ecuaci6n "x + 3 = 0".

(h) Dos expresiones para la'pendiente son

2-1 1
si x 0 4.x 91- 4 - (-3) 7

y - 2 ..1Entonces x"- 4 7'

Saam.

V.

I.

NOMMOOROMM
MOMMOMMOF
mammummemm
ORMOMMEWANV
ESPROPMEtA
MOMMOOMWOM=OSMIUM=
MOUMOUROMM
AMOMBRIMO

.21111111WAISMEMMEW=mum
MOMEMONIMMMMUMMUAN

12 = (x .-
7

Figura pare el problema 12

t
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A

*134 (a) 2w + 2(w + 3) Esti 'es una expresión lineal

en7w, pues usando la pkoliiedades distributiva

y amciativh, se conVierte dn "4w + 6".

(b) w(w + 6 w + 3w. Esta no es una expresi6n*-

linegl en

44.

4ciir (.$) ird. Estg exPresi6n-es lineal en d. Si se

.
4

,
duplica el dirnetro, 'la longitud de i..a,circunfe-

. .

rencia se duplica; si el pmetro se reduce a la

mitaii, la longitud de ia circunferevcia se *

reduce a la mitad. La razón :Pe, es igual aiCr*-
d

esta razón no cambia cuando d varfa.

1 2
(b) -4-rd . (Si el estudiante no'istg familiarizado

con esta f6rmula, puede considerarse como el

resultado de combinar los dos enunciados fami-
,

liares, "el grea es rr2 " 1"cl es 2r", 6

1
ir es Id .) Esta expresión no es lineal en d,

pero es lineal en d
2

. Si A representa el

A 1 A 1
Area, r d* 2 r. El valor de A

.0 4 d 4 d'

cambia cuando varla el valor de-d; el'valor de

A no varla cuando se cambia d.

Tg
*15. (a ) La longitud de una circunferencia varia directa-

mente como el digmetro. La constante de

proporcionalidad es r. El g'rea del disco,no

varfadirectamente como el digmetro, pero'varla

directamente como el cuadrado del digmetro*. La
1

constante de proporcionalidad es r.
4

(b) Con respecto-.a la gráfica de una expresión 15:neal,

la constante de propordiondlidad indica la pen-

diente de la recta.

No.

21 7
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(c) -Si la constante deproporcionalidad e§-négativa,
.el valor de la expresi6n disminuye cuf
valor de la variable auraenta.

(d) La expresi6n tendrie-la
.t

*16. La vdistancia en niillas .seria. " Esta as

ell

exprqsi6n -linea1 en te; La distancia varla di:recta.-

merie edmb el. -tiempo: La.constarite.'de proporciona-
- 1

lidtiod es la vqlocida.d 4n. VllasRorhOra.... Si el :A

autoia6vi1 ha recorrido 25 minas al cabo d.e 29-,minutos *:
1 .

(que es de'una hora), hallamos la constante .4e
3

-10

proporciOniatidad k sigue :

6
= 25

k = 75

/'

Figura pare el prdtketii.7 a)' Figura para el probiema 17 (a)
14

immtimmommommumme
megird mom
we.dim rim

II MORN
II

milMIME
MR:11 II II

Figura para el problema, l(a)

Or

44p..

ar.

a% I



(b) Si. a la variable x ele asignan valores
kpasitivos crecieittes, los valores de (.1t

disminuyen. Si k es negativo,
valores positivos crecientes de

k
d aumentan
25

8 . (a) , doncW w > 0.
w

(b) Esta es uni
variación inversa,
y l.a constante de
proporcionalidad
es 25.

*.

0

entonces para
los valores

miammummuums
11111111E111111111111=11

INIIINSIrilliC11111111111
1111111EM111111111111111
11M111111119111111111111111

1111111111113111111113r
111111111111111101111111111
1111111111111111111MINIM

Figura para el prob

Los puntos utilizados incluyen

wl 2 6ir1 1.127 20

lt 2

a

a 18.

*14,4. Gráficas de enunciados abiertos que c*ontienen solamente
enteros

Esta sección se incluye con pl propdsito de que èl estu-.

diante se dd cuenta clara de que los enundiados abiertos no
necesariamente tienen que incluir todos los ntimeros reales

como posibles mielybros de sus conjuntos de validez, y r'econozca
..

1.a situación correspondiente en cuanto alecta a las grAficas.

,219
a

'
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PAgina 454. Cada ordenada es-una tercera parte,de la
"'ft%

abscisa,correepondiente. ,Por-lo tanto, obtendreios pares

oidenados de enterosoptamente para abscisas que son mdltiplos

de 3. El 1 y el 2 no son-mdltiplos de 3 ast que no' pueden

ser abscisas.'

Respuestas al Conjunto de problemas 4-4; paginas 457-00:

MEM=
IMMO

SI

DMINMOMM
RUMBA

0.

nt--16--
ot

, rir 1

Figura para el problema 1(a) Figura para el problema 1(b)

.(c)

miummemIMMORM=MIME
MEMMOMPA ' Z _i__

MESEMCM IT; 1

=NM -

. .,

,

._._

-1----.-- -1--
.

Figura para el probl,ema 1(c)

221)
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0

-^

2. (a)

Figura para el problema 2

(C

Figura para el problema 2(c)
4.

( )

V

Figura 'para el probleria 2(b)

(a)

I i j

i

111,1111111

i
I

I I x T

.

ir t

1L

,Figura para el problema 20d)

3. -2< x< 0 2 '2< y <4, donde x, y son enteros.
4 (a) y -3x donde x, y.son enteros.

(b) 4.< x / -2 < y <2, ,donde 4c, y son enteros, 6

5.sx'-s7 -1.y 51., donde x, 'y son enteros.

(c) y = -x - 3 para -8< x <-4, donde x, y son enteros.

x -.2 2 2 ..ty -(7, donde x). y son enteros..



(e) x -4 6 -7< y <-2, donde x, y son enteros.
(f)

(a)

-2<x <2 -4,<y <3, donde x, y ,sonenteros..
y< 6 x + 6, donde x, ,y 'son

enteros.

(b)

111E11111111111111111111111111111111111111111111111
11111111111111111111111111111111111111
111111111MIERIM111111111111111

1111=11111=11.11111111111111111111
111111111101111111111111 9111111111111111
111111111.1111111111M11111111111
IM1111111111111111111111111111.=

11111111111M111111111111111
iiiM5111111111111111111111M
11111111.1111MINIMI
11111111011111111111111111116Z
11111111111111111111111111111=

IIIEMILE111111
1111111111111111111111111

Figpra para ei problema 560 Figura paia e1,Prob1et0a 5,(b)

Lagrfifica de (a) es un conjunto de puntos aislados,

mientras que la grAfica de (b) es una llnea recta.

Puntos sobre (b), pero rio sobre (a), incl4en:

(1,21)) (_#2)4)) etc.

La grAfica 4e (c) tendrfa 4que trazarse como.l;!tgrfifica
,\

de (b), ptlesto que no serfa perible indicar log

"huvcos" para los valores irracionales. Si x es

racional, y 'es racional.

t:
2 90

v.

NE,

#.
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- 14-5. Grlficas. de enunciad9s abieitos 9,11 contienen el valor

.ibsoluto

Esta sección, que trata del valor absoluto, es importante,
no soiamente pbr, la ocasibn que procura para recordar el
estudio del Itsfalp:r, absoluto ya antes he o en el curso, sino

tambidn por la oportuniAad que da para xaminar lo que sucede

a una gráfica, cuandoe hacen cieros cambios*en su ecuación.

17.4gina 461. Las gráficas de I x = 5 lx == 7 son pares de

rectas verticales, y las grglicas de y I = 2 ly I = 3 son

pares de rectas horIzontales. La dgfica de Ix I = k es una
.

. recta ,sencilla, si y solamente si k = 0.

111111111111111111111111111111111
IIIIIIINE11111111111111111111111111
11111Mill1111111111M11111111111111
EN111111111111111=111111111111111imumnuiummuumasmemommommomm

IIIIRRIRM11111011111Milialla

2 9"
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iestamsia_lijimtoCot de probier;as pitginas 463-464:

(a)

1 4

Figura para el prpblerda.1(a

Ylgura para el Prolilema 1(c)

MUM 111111111111111111
Lama MENNEN
11E1141111
1111111111NIMII11.1
1111111111111101191e
IIIMENI1011111111

ft

(b)

Figura para el prob1ama 1(b)' *

(d)

iu
Figura'para el Rroblema 1(d)

Figura para el problema 1(e) Figura para el Prob.:Lama 1(f)
P

A

t,
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riMMINEMEGMAI
AEFEEMPIIIIIIMmEr
AGFAMINIMIIMPAIIAWARIIIEsmar
AArA2 NEMO
ArevArranmemor
ArATASIIIIIIWANIP"
At2P2DINNIEW2Pleir

(b)

'Agura para el problema'2(a)

(a)

ardtmomanstmard
12/00111111MNIAIM
KISFAiffill11111106510t2
EICELIN1111111111001MOrd
FANFATAIIIIIIMOMPEr
FAINIMINIIIMMOSSA
rdIFAIMINIVIPM1/02rArr4o IlLEMMEll
EltiffiNkilliagrairAP/1
SPIEMOINuraciositar

Figura para el problema 2(b)

IPAIMPArArailleirATIS
WAFASUWA011
MOM WAIF:4011
5112P1FAAIWAffd

ArA71§1:16rAire4
rierArArAr Ar Aar/USW=
MOW; SWAM
garAFAM Wan
rArArAVAMmarArAs
VAVAPITAMP"4 I

1Figura para el.problema 2(c)

leillealV
NVIEWOM.
163611MILV
IMICEMZIMILIMA
NEOLIMIl'Mk NMI
'MICA, 0 ilel .la.,,

(b)

I

111111111R1111141MBEIL
11111=111Mbleillik,
1111111UK1 EMeal
imagerauhrmarionmenneak

1111Millalltib.
1MICENIEMEREM.
NOMURA Milblibs.V.k.

11101111 MUM

Figura para el probiema 3(a) Figura para el problema 3(b)

; Le

2 75



3. (*e

Y. A
MOMPONIACM
ODOONEMWANIM
BOOOMOEMMEM
OBRIOCCOMMEM
COOMMEMEMM
DOEMMEMMEME
OOMEMEMMEMM
TAMMEMMEMEM

(d)

EMMIWinge
IMMEEMEMMO
MWMWSOMON
MMUMORWOOM
Mao mama,
mmumpanon
mmunampamo
mmompoompo

52-4

Figura para elloroblema_3(c) Figura para el problema 3(0,

4 (a) Ith (b)

NOMMMOOMMO
MOOMMOMMOr
SOMMONOMOr
MOMMOMMOOM
NOMUENIEF
MMOMMONSO
MUMMEOMMOM

MMOMMOMM
MoMBIMOMMUM
MME11450MME

-

Figura para problema 4(a)

( )

ONOOMODOO
ORWOOMOMMO
BOOMEMEIMOM
OBBOOOMOW
DEOESSEWAM
OMEMOMMEM
opeammsmslammiumm

Figura para el problema 4(c)

.4

(d)

A
MOOMOMMOOMMI
4SMOMMOMMOOMS
ISMOULIEJMONO
MEMSSMOMMONO
MEMMESSOOMON
ME MMANSMOUN
MMEMEMMINISSO4

Figura para el problema 4(b)

0 MODONA
MOMPOOMM
OMENOW`MOEDA=
DEOCOAMM
BOOOMMEM
lOMOAMME
nompsmns

Eigura Oara.el problema 4(d)

220
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ti

111111111113111MAII
IIIMIIIIIIIKErillill1111
111111111111MWAIIIIEN

111111011111MICifill
11111MIEwaS111111110
111111111M111111E111111

IIP.21:11111BINIEN
.21111111111111111111111
111111/41111101ENI
IIWAINIMEMLMEIIN

Figura para.el problgma 6

p4ina.465. Sea x .positivo o negattvo,' el valor absoluto dg

x tiene que ser positivo. Asi que cada valoi dé y es posi-

tivo para todo valor de x, excepto 0. Para x = 0, y 0:

Las dos rectas que constituyen la grAfica de y lxi forman

tin AnguIo'recto, porque cada una forma una mitad de Angulo

recto con la recta y 0. Una ecuaci6n-sencilla cuya grAfica

serfa dos rectas que no forman un Angalo recto, es

"y 12c1" -6 "i= -21x)",-o cualquier ecuacift de la forma.'

"y k 1.2d' donde k no es 1.

I



itespuesta0a1 Con unto de problemas 14-5b; pAginas 466-468:

it. (a) (b)'

Figura w!ra,e1:pre.oblema 1(A)

111111111110 NEM II

11111131011.M1111111

ARRRRIRRR
1111111M111111111

(d)

0,`

RRRRIRRRRR
RIIIIIIIMINIMPS1111111111
11111111116MPISMIIIIMIN
111111111111.111211111M1111131111RIRREINE
Figura para el pr64ema 1(b)

'Figur4 pira el problema l(c) Figura pare el problema 1(d)'

(e) (r)

4

Figura para el problema 1(e) Figura p

228

a el problema l(f)
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(a) (b)

MIIIIINIIIINIE1111111111111
1011111111111WAINIMIIIIIKI

11110111111111111111M11011111
111101111111111111111M1111111

111111111111111101111111111111111

Figura para el problema 2(a) Figura para el problema 2(b)

(c)

Elimommxi
1111111111INEVAI
111111P11111111114111
111111.111111111,21111111111

111110111E1101111111
111111111101111101111111

N-
Figurikparaelproblerna2WFigtira para'-el problema 2c1)

(e)

A

Figura para-el problema 2(e) Figura'para el prbblema 2(f)
0

44..

IIIMMIMIU1111111111111111
111111111111111111 o

111111111111101,11111111111111
11111111101111111111111111111
1111111113010111M110911
BON ,G111111111111111111M
INDP211=1111111110
11011111111111111111111111i3
roillr1lINEM1111111111111111111



fa) 0 .(b)

110111111111111111111111111
00.111111111111111111

1111111110
11111111111111M3

1111 11111111111115011
11111111111111211111
1111111111111211=11
111111E1111.1111111=1:1
1111111111111111111

Figura para el_problem4 3(a)
a

(a)

Ftgura para el problema 3(c.

(e)

(a)

111111M10111111111116
1511111111111111111111101
11111111E111111.11111014111
11,1011111111111110M111

11E1111113111M1114111111
111111161111111111111
1111111111111111E MINE

Figura Para el problema 3(b)

111111111111,1111111111
111111111REM11=11101
LI11111111111111L1M111

119113111111111M4111111
MS21e1.1111111W146111111
11111111111101111111111
R1111111121M1111111111
11111111111111111111111
IIIIIIIIMME111111111M

Figura-para el problema.-3(d)

M11=11111111111111111
1111111111111111111211
11116111111MIIMPIE
111=116111P11115111111

1111111111141111111111=
IMOMBEIIME1111111=
1111111111 011E11111111ME1

. Figura para el proklema 3(e)

At

i
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Problems

1(c) La grAfica de ,"y = i puede pbtenerse

girando la grAfiCa de "y = lad media vuelta

alrededor del eje x.
'

1(e ) La grgfica de "x = 1" puede/obtenerse

girandd, la grAfica de "x =:1 yl" media vuelta

aliededor del eje y.

2(a) La gráfic4 de "y Ix + flpuede obeenerse

trasladaildo la grgfica de "y.= ix " tres

'unidades hecia arriba.

2(b) La grkfica de "y = lx1- 7" puede' obtenerse'

trasladando.la Ergfica de. ny = siete

imidades' hacia abajo.
*

2(d) La grgfica de "x = lyi puede obtenerSe

trasladando la grgfica de "x = ly1" tres

unidades hacia li'derecha.

2(f) -. La grgfica de "y = - 1". puede obtenerse

girando la grgfica de "y alrededor del

eje x, y trasladgndola entonces una unidad

hacia abajp.

.3(a) La grgfica de "y =lx - 21" puede obtenerse

dostrasladando la grifica de "y =

dades hacia la derecha;

3(b) La grgfica de "y,= Ix'+. 31" puede obtenerse

trasladando la grgfica de "y = lxI" tree

unidades.hacia la izquierda:

IXI41

.3(d). La gráfica de fly = ix + 31 - -5" puede obtenerse

trasladando la grgfica de "y = lxi" tres uni-
t

dades hacia la iiquierda, y cfnco unidades

hacia abajo.
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Si x 6, no hay valores posibl,es de y puesto que

esto es imposible. Si IA= 2', 'hay dos':

valores posfbles paras y: y -2 sy y 2
:

535

x -1 0 1 , 1 3

_

l x 1 5 3
i

3 r
.

o 1 i 3

lY i 0 2 2
,

4 -4. 5

.

5 A 4. 2

y, 0 2
r

-2 4
,

5 -5. . 4 -4 2 -2 0

La grAficasde la figura es

18 de xi + yl 5, Etsi

como las gráficas de los

siguientes tuat'io Anun-

ciados abiertos:

x + y 211 5 sz 0.4.x.s5

y 5 0-xa-5

x + y AP 5 2 -5 s.x

.

MIMEO MOMMOMM
M
MEMISSEMMMOOMM

MECOMMOOMON
MIGNMWERMOMM
=OMORMEMMEM.0MollER OM
MMOMMEMMEMOM
MEMBOROMMTUMM MEOW MUM
REMMINIMMOMEM

-x -5.4 x4. 0 Figura para l pralema 5

Ha sido necesario en

estos limitar los valores

de x de maiera que sola-

mente los segmentos.indi-

cados de lasrectas estarain

incluidos.

*6. (a) Sehttlense al

e'studiante los

cuatrb enunciadots

abiertos impli-

cados aquf:

000000MODUMMO
MOOMMODOMMOM
aalimussuu

ANEMOOMMI
AMMAMEMMENOW
KONIMMUMB§§Mv
ONMEMMURgiga
AMMEM 011000I
MOMMmo 4MME
&soar murAmore

x + > 5,

6 x - >
Figua para el problema 6(a)

6 -x + > 5,

6 -x > 5.



a

$a

Las gx:ificas de lap- ecuaciones correspondientes:
"x + y 711-5 6 x y = 5;:6 etc." estin entAnces
trazadas mediante lineas punteadas. Ahora

obsirvease iluex + y > 5 si
Y -x+y5 se'
.Asf, el .i-rea,'.22r encima de

x + y -x y 5" esti sombreada.

ifambign x y >5 se conviette en y-cx - 5,

convierte en. y> -x + 5,
conviertesen y>x +'5.
cada una de las -rectas

2 -x .4e aceteiie en -x
Asi, el iirea....par .debaJo dàs rectas "x

y 5" e'pti sombweada.
'>Por lo tanto, ia gralfica de I y 1 5 es toda

porción del .pla-tno fuera de la grifica de

a.

a

-.six +1 yr 5. ,

(11) Siguiendo el mismo raz6namiebto,

+jyr< lmplica:

Por lo tanto', la
,grifica-es elárea
'dentro de la gráfica de

I + 1 Y I 1 u.

i

1.11111111MMN=
111111WOMOM!illisianniWiriiiMOMEZIMIIIIII

1115126111MEW
ilibleniMEM

\IROMEMO
-17+ NOMOS=

"' IOWANBMWMa111111111

Figura para el problema 6(b)

o

I.
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Verifiquese sobre la rec;a
numérica que yi es equi-
valente at"y<-1c. z -y<k",
.mientias que "Iy14.k" es equi-
valente a "y >k 6 k".
(c) La grifica es la misma

que la de (b), excepto
..que las rectas son' de

trazo continuo pare
indicar que la griiipa
de

lxl 4.7 13'1'15
esti incluida, l0

que la grifica

IMMO
Ei16500111

IINIMORM010011
IIMMUMMIAt.
Ammo WW2@
ZOSEOZIEtTej

IOWA NM P.2 .
NrAssmismi

11111.21MITM NMI

de 1)4+ Figua
(d) " xi +1 yi 5"

-implica
"lxi + ilyl = 5 6
lxi + de

modo qr la grifica
es la misma de. (a),
ektepto que las
rqctas son 4e trazo
continuo.

pare

537

el problems *6(c)

rdiCiMOMSKISP.2
P.2.011M110M1012
PA-Miiii11106,KIPPr
EITA1111141111100.KOF
02111111111111111111111111102Mil 111111111MIE
026.M.111111111110/081
IPM100111157AZIMPSMarlall &MOM
FACM120115112MITATI

Figura pare e problema 6(d)

..

.

-4
-.. c

-4 -3 ..

Ix 1 7766
_

4 4 3 2 1 3 4 7

jylit it 3
.

3
.

1. ... 0 -2 4) 1 1 4 4

. . . -3 1
1

-1 0 tmposibie p 1 -4

1

2
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Los cuatro enunciadOs

abiertos cuyas grAficas

forman la misma figura son:

x y 3 I x 3
x xk3
-x + y 3 I x - 3

-x-y=3 Ix -3

Norm miliguiEL. mai Ammo
Olf01111! 01111/1111111111
1111g1111101111111111E91
trovilli11111111ballgiets.

Figura para.el problema-7

Respuestas a los' ProblemaS, de repaso; patinas 469-477: .

1. (a) y 3x

(b)

(e) .0 < x '2

enteros ( 6 1 <x 2

x y son enteros.)

o < 7 < 5, doride x, y son

4, donde

x = 2 2: -1 .< y < 8, donde

(6 x = 2 0 y 7, donde y es un entero. )

y..-= 2 1X1

Y 7' 1.11

y = 12X , 41 4 0 sea y = 2 I.X 21

7 es un entero,

lxi lyl
+. 2

2 I

x + 4

< 6 I Y> 2
enteros.; 6 x 5 y 2:

x y son, eriteros

2 `) t

donde x son

2, 7' xp donde

2

'



2. (a) MENNAMOk
IBMWOOOOk
ENNEWOOft
11=1210000k
MEDMEMOO
ENUOMMOft
WAVOMMOk
RWOOMOMMk
w Nom IN

Figura para el pvioblema' 2(a)

(0

MENUMMEMEN
ENUMEME

MEMENNEEMEL
EMMIEMMEMOk
IMMEMMOODOk
MEMEDAMMOOk
ENVEMVXMOO

Pigura paraqi problema 2(c)

(Es)

dWAP AKA=
AMMEOMIUMANNZAM
AIMMONM9=1AMMOMME
AgIUMWOMBH
AWA Au
AMMOMMNIM
Armargom

:Figura para el problema 2(e)

(g)

(b)

manimaiaPOM2==*ammo=
milmmumm=EMIR==MEM=
EMEMEMIN
EMMoRKUM

539.

Figura para el pioblema 2(b)

AOTAMOMMO
AMTAMMOMOF
AMMMONTOr
MMOMMOMOMEMENN==MEM=
MEMEMEME
MEM0=2.====

,i

Figura para el problema 2(d)

(r)

=EMIL=
MOROMMUN
MONWRia=MOM

MENUOMMEMEMENOM
MMEMINC311===i5

Figua para el problema 2(f)

Ninguna gráfica es posible, puesto que

debe ser no negativo.

vaIidez de "Ixl +IA

xl + 1Y1"

Por lo tanto, el'conjunto de

2 es 0:

23s
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( )

ODOMOOME
OOMOMOMM=MOMSBOOMMEM
OMOZWIME
0026=MMMENSES=
WAMMEEEM

= =MEM=
MONIMMIE=EWE==MEM==WRENN=MEE==Mr=MMO

Figuia para el problema 2(b)

smaamm==misnaming=
IMMOMOUMEME
MOOMONO
MOUURSO
M00000000..
OMOMMOOMOLM
MOOMOMMOMMO

Figura para e prob ema 2(j)

(a,-
,

A

(-7, 4)
..,

c

(-2,

-2,(1
.

F 0)

a

.(1-7,

4),(-6,

(A, 1)

1 (-8, 1)_

(o, 7)

(k)

Figura para el problema 2(i)

Figura parA el problema.2(k)

MIIIMMIMMOME.M
MIMMEMIMOMM=
MMEMMMEME MENMUM= I=
MISEMEMIAMM
MI MMMEMME M
E ME MMEMMEN.
SEMMERING=WARM= MOM=====
Mil MOMUMEMEM ==== NMMEMBEMEOMME
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- 9;L'h

-51 = 1;

\
5;. (a) a ea ntegativo.

'(.b) b 'es po3itIvo.

(e) (a,-b); 4(-ay-b); 1a,b)

'p

= 2a 5

b =

0"

6. (0,-d) esfg en el cuadrente II

(nc,d) estg en -el cuadrante IV

(-c,-d)estg en'el cuadrante I.

(a) La -grAfica de

"y 3x +.4" s&

giTa alrededor

del eje y.

(b) La grgfica de

"y i0,3X + 4" se

gir.p alrededor

del eje x.

'(c) La gráfica se

traslada 3 uni-

,dades hacia abajo.

(d) La grgfica pe

traslada 2 unida-

des hacia la

,derecha.

;541 t

Mill11111111110101
11111011111E1111101111
111111111111111111111111111111

111111111111110111111111
1117,101111EIIPRIII
111111111111111111111111M

.rigura para el prob).ema 6

Figura ?era Los problemas 7(a)-7(d)

2
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*8, (a) -2 lx1

(t) ,y 2 12c -31

'(e) y 2,1x + 21

(d) y 2 lx1 +.5*

(e) y =2 jx - 21 - 4

6simmiimarA
1111101111111111111111111rill

MINNIE MIMIuminnimrzai
IlitaNIII OMEN
11111111VINIMMIll

RRinvomIgs
MUM 0 alL111111111

Figura pai4 el, problema.8

(a) La misma recta

conatituye,la

grAfica de cada

ecuacidn. Se

obtiene la segundar
ecuaciOn multi-

plicando los

miembros de IA

primdra por'
(b) :Las grAficais

serian la misma

"Inez* recta.

Las grAficas de

las .'dos,dcuaciones

(e)
Figura

serAn la misma recta,

si bay un ndmerp k,

tal title

para el prOblema 9

= kA, E =

S.3. las .vAiicas son la nisma recta, entonces

(D 0 0,2 0 0, F 0 0)

4



s.

10. (a) Las gráficas tienen

le misma pendiente,

y son rectas parA74

lelas. Los doefi-

clentes -de ]e de y

en la segunda ecua-

cidn son cuatro

veces 1os coeficientes

de x de y en la ,

.primera ecuación.

.(01 Lds gráficassern

reCias paralelaa,

a menos que fl R. kC,

y en tal caso serein

la misma recta.

( )

I.

11111111111111111M42

111INUMMI3111111111
IIIMIPINK21111=1
11111MEMill1111111111
pW421111111111111111111

Figura

543

para el problem' 10

tas-'gttificas' sern rectas paralelas, si hay un

ndmero tal que-D kA, E = kB, F #, kC.-

Si 1asgrficas son rectas paralelas, entonces

0 . (D A 0, E 0,-F 0 0)

IIIII OUURIR
1111111111111111101PiS

INWIE1111111=
1111NE11111E1111
1111111111111111111111

IUIM
111111EINIMMINI
IIIMIEMIE111111

1111111111PORMI
11M1111111,1MII
11.1111111M111111
111111111111M11111
1111111111111111

Figura pare el prof1eil1a(i)---1-rigura pare el -prbbnftia

24 n
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(b)

110

111111111111111111
6.4

WIPIPIPAT
111113P.AVIIII

_.A11111F11111111

11111111111111111111

,Figura para el problems 11(b) Figura pera el problema 11(b).

En a4os casos, es evidente que las gréficas depqnden

de la elección hecha de la primera variable. Hablamos

de enunciados con dos variables ordenadis, porque I

tratamos con pares ordenados de ndmeros reales, y a

menos que las variables est&I también ortenadas, no

tenemos medio de éonocer qUé ndmero de un par ordenado-

corresponde a qué variabj.e.

*12. Cada punto del plano,se traslada a un punto con la

-misma abscisa que antes, y la ordenada del nuevo

punto es eLopuesto de la oidenada*del punto original.*

Esto significa fo mismo que girar los puntos del piano

mesdia vuelta alrededor del eje x.

N



(a) q2,1) va a

(2,-1) va'a

(- 2)

(ap-b)

(-a,b) va a

va a

Los puntos situ

en el eje x no

de posición.

va a

va' a

ava

f:va a

va a

'va a

va a

(2,-1)(b),(21-1) va

(2,1) (2,1) va

(- 41r, )

(-20)

(3,0)

(-5,0)

(0A-5)

(0,5)

(alb)

(-al-b)

(a,b)

ados.

cambian

(r is72)

(3)0)

'(75)0)

(0)-5)

(0)5)

545

a (2,1)

:a (2,-I)

va a (-1,2),

va a (-2-3)

(3)0)

VA a (-5)0)
va a (0A-5)

va a (0)-5)

va. a

111111110311110111.111
IM111111111111111111
11111121111111111111
IVALM,I101111E11
111WMITAUMILIII
ZE11111110 MUM
11111111111111LITAIIIII
IM111311111111111111
1111111011VIIMIMMII
11111M11111/1111111111111
1111111111111WINIIIII
imumstreriums

Figura para el problema 12

*13. Los puntos del plano -se trasladan dos unidades hacia arriba

y tres unidades hacia la izquiérda.

(\) (1,1) va a 2 3) (b) (4,-1) va a

va *a (2)-3) 'va a,

.(-2,2) va a (75,4) (110) va a (-2,2)

(0,-3) vg a (-3,-1) (3,-5) va a

(3,0) va a (0,2) . *(6-2) va, a (3,0)



(c) (a,b-2 vaa (a-303)
it

(d) (-a+3,-b-2) va a (-a,-b)

(e). Todos los puntos cambian de posición.

(f) Trasladando (a,b) a (a,b-2),

produde el efecto de deslizar

los puntos del piano dos

unidades hacia abajo.
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Figura para el problema 13
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Sugerencias para extmenes

1. Considera la ecuaci6n 2x 5y + 6 = 0.

(a) Escribe ia ecUación en la forma en y.

.010 i,C1241 es la pendidhte :de la -recta con esta ecuación?

(c) -1Cu41 es 1a intersebci6h con e1 eje. y de esta recta?

(d) Dibuja la grdfica de la ecuación.

(e) zCudl es una ecuacidn de la recta paralel a. a la recta

dada y con,ordenada en el origen igual a -2?

2. I,Cuál es el valor de a tal que la recta de ecuaci6n

3x + 2y - 6 =10 contenga 'el punto (a,3)?

LCudl es.el, valor de Nlk 'tar que el punto (2 3) estd en

la recta de ecuación 2x -'by = 3?

4. Determina la pendiente de kade una delas rectas cuyas

ecuaciones son :

(a) y - 3 = 0

(b) x, = 2y T 2

(c) -x + 1 0

5. Se dan la ecuación x2 - 1 y = 0 y lo'S' pares ordenados

(0,2), (-3,8), (111)., (-2,4)1' (0,-I): (0d-),

iCutiles de eso' pares orden dos son etementals del conjunte
3

de validez de la ecuacidn
,

a?

Explica por qud sf o Por qu4 no,' la ecuaci6n del.problema

5 tiene una gráfia que es una recta.

Dibuja las graicas de cada una de las siguientes, en

sistemas de ejes diferentes:
A

(a) 2x + y + 5 . (f) 2y + 3 = 0

(b) y ix - 2 (g) x > 0
(c) 2x = 0 (h) x - 2y > 0

(T1--x F 2 y

(03) x = 2Y + 3 (.1) x+2y x =

i+

2 4
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Dibuja una recta tal qu'e las coordenadas de sus puntos

sean los pares ordenados para los cuales cida ordenada es

el duplo del opuesto de la abseisa. 4,Cuill es laecuaci8n

de esta recta?

A1 pasai: de un punto a otro de una recta, la variacidn

borizont41-es de ..-3-unidades, y la variaciân vertical es

dé 6 unidades. LCuAl es la pendiente de la recta?

,10. Si la recta descrita en el problema'9 contieneel punto

(0,- 1), limn es una ecuaci6n de la recta?

11. zEstil el punto (-1,4) en la rect.l'que pas& par los Puntos.

(-6,7) y (9,-3)? Explica tu respuesta.
r.

12. Con respecto a sistemas diferentes de ejee, dibuja

grificas de:

(a) xk_f-4 x< -1, con x,'y enteros.

(b) x -4 2 x-4 -1, con x, y ndmeros reales.

. 13. Con respecto a sistemas de ejs diatirytos, dibu a las

grAfica s de:. . .

(a) = 3 (b) 1)t -11 - 3

14.. Con respecto a sistemas de ejes distintos, dibuja Zas '

grAficas de:

(a) Y = 1 xi + 1

(b) y 1.x + 1 1

(c) .x + 2y > 4

(1) ix + 2y1.> 4

tab'

a



Cap#ulo 15

SISTEMAS DE ECUACIONES E INECUACIONES
t

El sistema de ecuaciohes lineales,

1 Ax '.4- By + 0. = 0

Dx.-i- Ey + P I. 04
,

esto es, la conjunci6n

Ax +By + C 0 ,Dx + Ey+ F 0,

se pwesenta-en muchas cuestiones en las que dos variables tienen

que cumplir dos condiciones impuestas simultAneamente. Tato

probablemente explica la raz6n de llamar este.sistema con fre-

.cuencia un "Aistema de icuaciones simultAneas".

Es nuestro propósito qua los estudiantes continfien ampliap-
, .

.
, /

Oca sus ideas acerca de enunciados, vonjuntos,de validez, y,..grA-
/

ficas' ,A4 que, Oicho sistema es otro ejemplo de Un enunciado

'co/g4n d variables, y volvemos a enfreptarnos Con el problfma d9

describir su conjunto de validez y de dibujar sU grAficiir Como

antes, resOlvemos este enunciado obteniendo un enunciad9 eqUiva
. i

.lente cuyp cónjuilto de validez sea obvio. En este casq, nos ayu-

-*card mucho la geametria,intuitiva de-las xectas. Dos iectas, or-
.

.
.

.
.

se cortan solamenfe en lin puntip, o son 'paralelas. Si las rectas
1

dadas pqr el sistema.se cortan; entonces el punto de intersec-

'lL
ci6n. debeitener coordenadas gue satisfacen a ambas ecuaciones

.del.sistema, y este par ordenado es la soluci6n del enunciado.

Asi; elfproblema condise en-determinar dos rectas qua pasen por

,dicho,punto de intersección icuyae.ecuaciones seen o mAs sim-

ple posible, a sabei, una recta vertical y"una recta orizontal-.'.

Todos los metodos.para olver aichbs sistemas son ekl definiti-
.

va procedimientos pa eterminar-estas dos rectas.

"T. A

4
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taob a=t, say" a .:',zo ...a 4- I:,
, - ` 4 t:

Ogina:1119,t? ,Nueser6s1Mbolismb-\
. -

1.13r + C3=

'DX 4. Ey. I? 0 a.

-
es meramente otra marfera dp escribir el enunciado.abierto.

-

Ax+.1iy+*c ...

1.140s estudiantes no deben interpreter ernitliollsiiSI-comosla-diSytuf-'

0.6n "Ax + By + C.=1. Q. 6 -.11bc+ Ey + F..6 0".

Ettlos problemas.1(a) hasta Me). -delConfuntos de problemas

15-1a, log estudiantes deben estimar las coordenadas de 16s,pun-

e

tos de intersecci6nmediante grificas traz.adas cuidadosamente y
, p

- /luego verificar que lo'estimado estkcorrecto.

Respuestas altConiunto de problemas pAgiha 481:
4 .

- I.

RN IMRE
11147AME

lid MINIM
VAIMMIIOF4RI

1111711111110NM OR
WA EIMER
R11111111:11111

1(b)

-Condunto de valictez: [(1 0)) Conjunto de validez: ((-3,3))

1(6

aIiIiiia
11141111111111=111ERNI=
MIL
11111111111111111111A911
1111101111111111MINVMIIIC11
Conjunto de validez: (OM)

a.

I (d) IitRRUIR
1111111111111111111111ILIIRIi

11111111111111111111111
MIIRI111111111

1111111111111111
1111111111N111111
11,11101111111111111
INI111011111111
111111111110. MIMI
II 0 11111MMIll
11111111M11102111,
1111111ItallINSill
1111111111111111111k

3 5
Conjunto de validez: [(DT))
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EMMEN AMR= EMEMEEME
EMEME11/ EMMEMEMEMENEME

EMEMME EMMEREMEHEE MEE
EMEHMUMEMEEMEMEEMUMMI
EMEMENEEMMENIIIIMEEM MEE
MEEMMEEEIMEEMEEIMEMEM
EMENEMEMEEMEEEMEEIMME
EMEMEMEMEMEEMEIMEMEE
MEMENEEMEEMEEMMEMEM
EMEMEEMEMEMEEEMEMEM
EMEMEMEMEEMEEMEMEME
IHNEEEMEIMEEEIHNEMMINEE

NEHEMEEEENEEMEM
ELEFIEMEMMEMEIMMEEME
ENIEL EKREN MIEMEM
EMMEN EMMEN MEMPE2IMME
lleillillEEEMMEPIPAIMEEME
EIEWINEE EMNPEitaElENE MEE
MEMMEMEEWIIMINEIMEMEME
MUM= ISSIMME EMEMEMEM
MEIEMPA EMEMENEMEEEMME
EFETAMEMEMEMEMEMEEIM

Conjunto 'de ialidez:' V

, Lo estiMado por 4.estudiante podria ser ( :8.1)) 6

(.4, 78)). No se-trate de sacar los Valores exactios en estos

momntos. Este prObemaser utilizadb como base de discusi6n

en las pr6ximis paginas.

z 0

ME illEEMEMEM
65111EMEMEMEM

ISAIIMMEMME

ME MENEM SEM
EEVIIIMENLI

MIEREMNIEHEM
El ME MEM

EIMEMMIRE
IMEEMEEEM

Conjunto de validez: Todos

los puntos de ambas rectas

2 (b)

-

EINEMEI MIME
IMEMMEOPIMEEI
MEEFIDOP4 MEE
MEREMillil IMRE
EIVAMEMEMEM
ItEEMEW EILIE

MEM= EMINE
EINEME ELVEN
EMMEN EERIE

El MEE OM 11

Con:junto de validez:. Todos

los puntos de. ambas rectas

t
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Iginas, 481.482. 'Otros enunciatios compuestos, ron cqnjunto de

validez ((-1,3)) aon.:

x + 1 0 3 al

x + 1 = 0 2x + y 0

+ 2y 5 m 0'

PAginas 482-487. kluestro propgsito 401 es deducir un mkodo

para resolver el sistema de ecuaciones;

'{Ax + By.,+ C . 0

Dx + Ey + F = 0
(A 0 0 '6 B 0;8D 0 0 6 E 0 0)

en el supuesto de que este sistema'tiene exactamente un par,orde-

nado de ndmeros reales cOmo soluci6n. Consideramos las clitusulas

individuales del sistema como ecuagiones Ae rectas. y tratamos de

encontrar una recta horizontal y una recta vertical que pasen por

el punto comdn al primer par de rectas. Si estas nuevas reetas
4

tienen ecuaeiones fly d" "x c", entonces (c, d) es la so-

luci6h de nuestro sistema.

Las rectas del sistema Ax + By 41 C . 0

Dx + Ey + F . 0 s

tienen exactamente un punto comdn, si y solamente si no son nit
t.

loaralelas ni coinci4entes. Sabemos que doa rectas son paralelas
1

o coincidentes, si y solamente si ambas son verticales o ambaa
tienen la misma pendiente. Reuniendo estos enunciados,'podembs

decir que las recta& del anterior sistema tienen exactamente un

pinto Comdn, si solamente si:

()I 8 I 0 6 E 0 0 (las rettas,no son ambas vertibales)

A D
(ii - 0 (si las rectas no son verticales, entorices

no son paralelas).

posible que un estudiante sagalquiera averiguar c6mo

influyen estas condiciones en el método:presentado en el texto

para resolver los sistemas lineales. Puede, por ejemplo, pre-

. guntarse por qué siemnre podem6s,escoger multipliCadores apropia-

dos a y b que dan ecuaciones de rectas horizontales y.verti-

cales pasando por el punto cora& a las rectas dadas si hay efec-



tiimmente un solo punto. La explicaci6n, *quo 6iOrtamente no se
,

peetende diScutir en la elase corriente, depende de lo siguiente:

Teorana: Las rectal; del sistema
Ax .4- By + C 0,

Dx + Ey + P

son o bien paralelas o coincidentes, si y s amen-

te si existen aitneros reales a / bj. no.ambos
cerd, tales que

aA + bD = 0 aB + bE O.

Discusión: Otrpo modo de enunciar una parte de este teorema
.Si 1a rectas no son ni paralelas coincidentes, entonces

para todo par do niimeros 'reales a / b, no ambos cero, se

%.:cumiole

aA + 10) 0 0 6 aB + bE I 0.

Obsfirvese que hemos;enunciadosparte del teorema ,en la forma del

contrapoditivo. Esto es, st el enunciado("A implica el enuncia-
,

do B, entonces la negación de B implica la negación de AO

Seem veremos, el hepho de que b bin aA + bn 0!0 6 aB + bE 0 0

'garantizarA el êxito del método empleado enel texto.

Demostr4ci6n: Probepos primero que si las rectas son para-

lelas o coincidentes, entonces existen anneros a 2- b, no am-
bos cero, tales que aA +4041) = 0 aB + bE 0. flay tres casos
a considerar: o las rectas-son verticales, o son hdrizontales, o
ni unecosa ni otra. Si las rectai .son verticales, entonces

B = 0, E = 6, A 74 0, D 0,_

y pOdemos escoger . a = -D I b = A, de manera que

aA + bD = (-D)A AD = 0 / aB + bE = a 0 + b 0 = 0'.
Si son horizontales, entonces

= 0, D = 0, B 0, E 0,

y..podemos escoger a = -E b = B, de manera que

aA + bD a.0 + b.0 = 0 / aB 4- bE = -EB + BE.= O.

25'1

*IN



,
Si las regtas no' don ni verticales iii. horizontalis (y son parale..
las% entonces

A .D, aro = 'A 0, B
B E

'En
4este caso podemos escOger'-a

4

_asi

C 0

b

Aak + bD = -A + --D = 0 / aB + bE = -B E 0

obtenieUdo

Inversament e d mos trams que si exis ten ncimeros reales

a b, ro ambos cero, tales que aA + bD sa. bE 0,

entonces las rectas o son paralelas o son coincidentes. Hay dos
casos a conside r: a # .0 6 a = Si a i 0, podemos expresar
las condiciones iasi:

A = D = E.

Puesto que la ecuaci6p Ax + By + C 0 nd puede tener A = B

se deduce que,b # O. 'Por io tonto, la ecuaci6n Ax + By +,,,C = 0

puede escribirse en la formA

Dx.+ bEy + C 0a a

la cual es equivalente a

Dx + Ey +
b

1

Esta es la ecuacion de una recta paralela a, o coincidente con

la recta cuya ecuaci6n es Dx + Ey + C = O.
Si a = 0, entonces bD = 0 bE = a. Como b # O,'se deduce que
D = 0 / E.= 'fla Luego, las rdctas son ambas'verticales, y, por'
lo tanto, o son paral,elas 9 son coincidentes. Esto completd la
demostraci6n.



77rteorema que se ac
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ba de demostrar nos permite justificar

el matodo del text(); Si as rectas Ax + By -1.'t = 0 2

Dx + Ey + F = 0 tilnen efectivamente up punto comdn, formamos 0,4

la ecuacitn,

a(Ax + By + ,C) + b(Dx.+ Ey + F)* in: 0

con ndm os reales a 2 b, al menos.uno de los cuales es dis-

tinto e 0 .Esta nueva ecuacitft puede escribirse asi:

(AA + bD) x (aB + bE) y ,(aC + bF) 0.

Como las Tectas del s jistepa original no son ni, piraktias ni coin-
cident sabemos que o bien aA + bD f 0 6 aB 4- bE f Y, por

tants. estaalimma ecuacitn es l.a ecuación de.una recta. Además,

si (c0A) es la solucitn de nuestro sistema.original, entonces

Ac ± Bd + b = 0 Dc.+ Ed + 'F 0, usf' tftte

4

a(Ac + Bd + d) + b(Dc + gg +'1) = a(0) + b(0)= O.

'Con,otras palabras, la nueva recta pasa por la interseccitn de.

las rectas.del sistemaoriginal.

Todo lo que tenemos que hacer para obtener Una recta hori-

zontal que contenga'(c,d), es escoggr a b de manera que

por lo menos uno de ellos no'sea 0, ak+ bD = O. Si A2J)

son'ambos 0 las rectas del sistema original son horizontales,

y, por lo tanto, o no tienen puntos comunes o tienen todos suS

puntos comunes, contra nuestra suposici6n original de que (c,d)

es el dnico punto comdn a las dos rstctas del sistema. Asi, por

16 menos uno de los nfimeros .A D no es 0 y sencillamente

escogemost. a D b = -A.
400

De igual manera, la elecci6n de a = E b = -B nos da una

recta Vertical per (c,(1).

Los estudiantes ieguramente no apreciarfin en su valor el

'razonamiento que acabamos de exponer. .Podrkin darse cuenta de

los casos pn que las rectas del siatema no son ni paralelas ni

coincidentes, y asi, sabrAn si el siitema tiene o no una sola
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0

soluci6ne Sin enbargo, siempre deberAn veriftear la .solución"

en amiias ecuaciones del sistema, para ver si sus cAlcillos son

correctos.

El mhtodo dado en el texto tiene un sentido geomfitrico:

rectas, puntos comune a rectas, etc. En el problem, 21 del Con-

junto ,de problemas 1 -lb, se piesenta uui Ahtodo puramentse alge-

braico.

VAginas 487-488. Los ejemplos I y 2 ilustran ambos mhtodos para
#

obtener el segundo enunciado sencillo despuhs que tenemos el pri-

mero. El mhtodo del ejemplo 1 esgeneralmnte mAs sencillo, pero

algunas veces se prefiere el métpdo del ejemplo 2 en los casos en

que ittervienen frcciones.

AYddese a ios estudiantes a ver-claramente que el enunciado

44x-= 3 / y 2" es equivalente a "4x - 3y = 6 / 2x + 5y = 16".

1.6gicamente, la verificaci6n Tito es negesaria pars demostrar

que los enunciados son équivalentes. Es deseable, sin embargo,

comprobar la exactitud de la aritmhtica y,tener siempre presente

lo que entendemos por "el conjunto de validez, del enunciado".

Respuestes vl Conjunto de problemas 15-113; pAginas 4891492:

1. 'Ca) 3x - 2y - 14 = 0 ,

2x + 3y + 8

3(3x - 2y - 14) + 2(25c 4 3;4 8) . ei)

9x , 6y - 42 4 !tx + 65r,4- 16 . 0

3.3x 26

13x = 26

= 2

. .

A
4111IR

0 WAMI
Iliktig
IL72

,

lik



Cuando x-= 2,

2,2.+ 3y + 8 =

3y = -112

',El conjunto de-validez es ((2,-4));

VerigicaciAn: Miembro de la Miembro de
Izquierda la Derecha

'Ptimerg clAusula3.2 2(-4) - 14 = 6 + 8 - 14 = 0 '0

S4gunda clAusula: 2.2 + 3(-4) + 8 44 - 12 + 8 =

(b) ((2,:-3))

(c) T(5,--7))

(d) ((17,3.2))

( )

a

2. En'este mDmento, uiamos los simbtlos c, d como ndmeros narti-

culares, a saber, los ndmeros que se supone hagan ciertos ambos

enunciados dei sistema. Asi, no consideramos c d como las

variables usuales, que,representan ndmeros no especificados. La

diferencia entre "3x - 2y - 5 = 0" "3c.- 2d - 5 = OP es que

el primero s un enunciado abierto, mientras que el'Qegundo es

un enunciado sobre dos numerales particulares que represenvn el

251
Air



mismo nr.unero. Las ecuaciones anteriores'no soebtra cosa que la
aritm6tica de encontrar nombres corrientes de c.,/ d 'si ex4-
ten,

(a) SUp6ngase que (c,d) es una soluci6n del' ii.s:tema:

x - 4y - 15 ip-.., 0

Entonces ,

c.- 4d 15 = 0
3c + 5d 11 =

- 4d 15) = iep
-1(3c + 5d - 11) = -.10
3c - 12d - 45 = 0

-3c 5d + 11 = 0

-17d 34 = 0

d -2
5(c - 4d - 15) =
4(3c -I- 5d - 11) = 40
5c .7, 2pd - 75 = 0

12c + - 44 = 0
17c .7: 119 = 0

= 7

Verif1caci6n: 7 - '4(-2) - 15 = 7 + 8 - 15 = 0
3.7 + 5(-2) - 11 = 21 - 10 - 11 =

Copjunto de validez:[(71-2))

(c) ((170., ;))

(d) Sup4ngase que (c,d) es una soluci6n del sistema:

{2x +.2y = 3.
3x + 3y = 4



Entonces
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2c + 2d 3 0

. 3c + 3d 4 = 0

'3(2c + 2d 3): 3.0
2(3c 3d - 4) =

.6c + 6d 9 0

6c + 6d.- 8 0

-0-+. 0 0.--Puesto que -1 0, es-
to nos dice 'clue nuestra suposici6n ade que (cid) es una
soluciesn'es falsa. Por lo tanto, no hay soluci6n. El

estudiante puede adage comprobar esta conclusi6n, ob-
.

servando que.estas dos rectas tlenen la misma pendien-
te,, pero diferentes ordenadas eri el origen; 'esto es,
son paralelas y no se intersecan..

1. (a) Sup6ngase que se venden x boletos-a 25 centavos 2
w boletos a 75 centavos.
Enunciado abierto: x +,w 311. x 25x + 751.7 = 10875
Conjunto de validez: K249,62)). Por lo tanto, se yen-
dieron 249 boletos de estudiantes y ,62 boletos de adul-
tos.

(b) Si hay -x niflas, entonces Elsa tiene x - 1 hermanas.
,Por lo tanto, debe haber x - 1 nitios.
De igual manera, si hay w nifios, entonces...Taime tiene
w - 1 hermanos x 2 (w - 1) hermanas.
Enunciadd abierto: x - 1 ... w y 2(w - 1) = x
Conjunto de validez: ((4,3)) . Por lo tanto, hay 4 nibas
y3 nifios en la familia.

(c) Sup6ngase que se compraron -x sellos de tres centavos,
-y w sellos de cuatro centavos.
Enuciciado abierto: x + w = 352 3x 4- 4w = 1267
Conjunto de validei: (141,211)). Por lo tanto, se
comprarott 141 sellos de tres centavos y 211 sellos de
cuatro centavos.

2 5

41.
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(d) 4Sup6ngase que habla x btlletes de un d6lar y-w hi-
.

lletes de cinco ddlares.

.Enunciado abierin: 'x + w = 154 x + 5w = 465

Conjunto de validez ((761
2

771))
4 '4

.1qa.ha contado correctiaMente, pues el ndmero de billetea

debeser un entero.

Los estudiantes deben tratar de deteeminar aqui los ccmtiOntos

validez por mAtodo presentadti en las pigiilas 482-489.

falla

.

de

Lo logrargn con el, problema 4(a) iolamente. El mhtodo

paa los problemas 4(b) y 4(c).

a(2x y --5) + b(4x - 2y - 10) = 0

(a + 2b)(2x) - (a + 2b) y (a + 2b)5 = 0

a(2x + 4) + b(/x +.* y 2) = 0

+ b)2x. + (a + b)y - 4a 2b = 0'

Evidentemente, en.amboa casos cualquier eleccidn de

a'. b que da un-coeficiente dero,para x hace lo

mismo.para y, inveesamente

Pedimos que los estudiaptes dibujen las grgficas

de lai clgusulas de los sistemas, de modo que hagan la

siguientes observaciones:

(1) En el problema 4(b), hay mils de un punto comdn a

las grificas de las cliusulas

.2x - y - 5 = 0 / 4x - 2y 10 = 0.

(2) 'Las grificas de las cliusulas en el problema 4(c)

no tienen puntos comunes:

Deberfamos quizgs subrayar una vez mgs que el mAto-

do de las piginas 482-489 del texto c2pduce al con-

junto de validez del sistema, si y solamente si las

Axgficas de las cliusulas del sistema'tienen exftc-

tamente un punto comdn.
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-5. Si'la recta Ax + By + C = 0 ha de contener el ()risen, enton-
.

ces. C. debe serigual a cerb. Puesto que .

a(5x - 7y - 3) + b(3x - 6y + 5) = 0:rtpresenta una recta'que

_loasa por la interpecci6n degas rectas

, 5x - 7y - 3 = 0 3x - 6y + 5 = 0, debemos escoger a

x b no ambos iguales a cero, de manera que -3a + 5b =

-Una elecci6n obvia es a = 5, b = 3. Pot lo tanto, nuestro

enunciado compuesto se convierte ahora en

5(5x. - 7y - 3) + 3(3x - 6y + 5) = 0. \\

Luego, 34x - 53y = 0 es laecuaci6n de la 'recta q e pasa por

'el origen y la intersecci6n de lassrectas 5x - 7y. 3 = 0

y, 3x - 6y + 5 = O.

Página 492. Para el sistema

y 5 0

4x r 2y - 10 = ,O,

.tenemoS

,

a(2x 5 b(4x - 10) . (a + 2b)(2x) + alyk-

(a + 2b)5

Es 'evidente entrpes que ninguna elecci6n de a y'b darii un

coeficiente 0 para una de las variables x e y, 2:no para la

otra.

Phina. 493. Las respuestas.de los estudiantes 4 las pre;untas

referentes a la pendiente y ordenada en è1 origen de

y,= -2x + 4 .y. y = -2x + 2'deben sugerirles por qug la forma

en y de la pcuaci6n de una recta se llama tambi6n la de

pendiente.y. ordenada en el prigen.

CUando la'i6cnica algebraica quehemos desar lado

se aplica al sistema
4 7

4
2x + y 4 . 0

2x + y 2 . 0

2,33



encontramos- que

,

a(2x t y 4) *41D(2x + y -.2) . (a + b)(2x) +(a + b)y

Evidenemente, cualquier elecci6n de a b que da

ciente 0 pars x tambign da un coeficiente 0

4a - 2b

un-coefi-

e inversa-

mente..
. .

Pkina M. La -relación "son proporcionales a" pars conjuntos:

ordenados de ndmeros veales es' muy iltil. Eh el .texto hemps, dado
, ar

a

la definici6n pars pares_ orillenados de ndmeros reales. Para ter-
.

nas ordenadas de .ndmeros, serla: Los ndmeros reales A,

son nroporcionales a los ndmeros reales D, E F, si hay un nd-

. mero real lc, distinto de.cero, tal que

A kD BakE, C

,pe este modo, 1is rictas del4 sistema,

{Ax + By + C =0

Ile+ Ey + = 0

son coincidentes, si y solamente si los Omeios.A, B. C son
A

proporcionales a D, E y. F.

El enunciado de que A, B C son proporcionales a D, E y. F

se ribrevia a menudo del modo siguiente:

A.B.0
E F

, 40

donde se conyiene que cuando uno de los denominadores es 0, enton--

ces tambign lo es el numerador correspondiente. De n- dn modo

.41 0se propone que se interprete como "el cociente de 0 po 0";
0

más bien g es un modo le escribir el enupciado 0 = k.0, de m nera

que se puedan abreviar enuneidos tales como "0, l,y -7 son pro-

porcionales a' 0, -3 , y 21" escribiendo

0 1 -7
0 -3 21

.
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1

Ax + py 4. C..
loxI+ Ey + F . 0 %;on coincidentes,

D E ,F

Aesfiuestas al Conjunto de.probIemab 15-1c; pAginai 4*-500::

s6lo

lag

,
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Conjunto
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El colljunto de validez
es la recta completil.

ejemPlo 3

El cohjurito de va dez es 0.
Las rectas son alelas.

0
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gonjunto de validez:
((7)2.))'

coordenadas depuntos en la

3. La idea aqui es que los valores
deben ser los mismos cuando

mfin a.las rectas- del sistem

-{2x - y'- 7
5x + 2y 4 6

1/4

de y pare cede ecuaci6n
es, la abscise del punto co-

1
4.

Esta simple observaci6n permits entonces resorver una ecua-.

ci6n con la variable x, obtenida poniendo caaa ecuaci6n en

la forma en 37.., entonces "ijualartrio" las dos expresiones

en

En vez de escribir ambas ecuaciones en la fornia en y, a

veces resulta rags conveniente escribir 'ma de ellas en la

forma en ya 1,:g4tituir y por la expresi6n resultante en

x; en la otra ecuaci6n.

1/4

4.
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4

te deberA animar a los estudiantes' a Utiliz

'ra de estos Wetodos, el que

a)

I

3x + 7 -1- la = 0

De la primera ecuacii5n.,

y = -3x - 18.

Entonces

parezta nih apropiado.

2x - 7(-3x -.18) 34 = 0

2x + 2lx +.126 - 34 = 0

23x + 92 = 0

x = -4'
*

Cuando's x =

y = -3(-4) - 11

= -6,

La solución es ( -6).

(b) y

Y

lx + 2 = 5
3

+ 40

4x + 12 = - 15X + 240
.

19x = 228

-x 12

tuando x = 12;
1

y = + 2
3

y. = 10

La soluctein es (12, 10)

) 5x + 23r - 4
3.-Ok + 14 y - 8

`.

I.
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Puesto que
19 4 -8

-4,

las ecuaciones representan Ia misma r-edra, y el confunto de

validez es el conjunto de las coordenadas de todos los pullios

en la,recta.

(d) (3;-5)
(e) Jx+7y1.

x - 3y = -4
x -7y lk

-7y +

Cuando y

3Y -

15 IOY

Y

f.3La soluci6n es 1
.2' 2 '

.(f)

(a) Las gráficas de las clAusulas se intersecan en el punto

coitespondierktepl par'ordenado dado.

(b).Las gráficas coinciden. Las dos clAusulas son equivalen-

tes. Hay un niimero real k, distinto de cero, tal que

Ax + By + C k(Dx + Ey + F).

(c) A 'Sr B son propoitionales a D y E. Las gráfi'cas son para-

lelas.
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5. 'Obtenemos que el conjunto de validez es ((

"

'

75)) por cual-
,

(a) Elijanse a, b tal que

a(4x + 2y - 11) + b(3x y - 2) 0

8,ea la ecuacihn de la recta que Pasa por la4ntersecci6n
y es paralela a un eje, etc,

(b) Sup6ngase que (c,d) satisface a anibai ecuaciones 2 y re-
,

sufilvanse las ecuaciones resultantes reSpecto a c,*(1

pot el mfitcido de reduccion.

(c) Escribanse ambas ecuaciones en la forma en y e igual.ense

los valores de y.

(d) Vsese el m6todo de sustituci6n.

(e) Dibfijense las irificas de las ecuaciones y midanse

aproximadamente las coordenadas del punto de intersec-

#916n.

6. (a) ((3, -4)). Cualquier mkodo, excepto el de las forms,

en y, serl igualmente eficaz.

(b) ((0, 0)). El mgtodo de reducci6n serla el mis ficil.

1 1(c) [(1-, 3.)). El metodo de sustituci6n; o el me.todo de

reducci6n luego de simplificar las fracciones.

(d) ( (1, 1)). El mgtodo de reducci6n, porque-los ccralcien-
tes de y son opuestos.

(e) ((6, 1)). Resuelvase en x la primera ecuaci6n, y

sustit6yase este valor en la segunda.
\,

(f) 0. Simplif1quenseLos miembrosVde la izquierda y obsfir-

vese que los coeficientes de A e y son proporciona-
,les."

f 7 8 1
(g) t (5-3 Cualquier mfitodo,, excepto el de grificas..

(h) ((5, 7)). El mgdido de sustituci6n, porque la primera

ecuaci6n puede ficilmente "resolverse respecto de y
en tfirminos de x".

*

,
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En,los siguientes problemas, trAtese de.mostrar la posi-

abl o una variable. Resuélvanse algu-

nos de los problimas de ambas maneras. Obsgrvense las convenien-

cias relativas de las dos maneras. Vgase cdmo la ecuación con

upa variable sale de las dos ecuaciones con dos variables.

'7. St los ndmeros son x ,e- y, entonaes

x 56$

Conjunto de validez: [(37, 19))

LDS ndmeros son 37 y 19.

Si el ndmero mks grande es x, el nfimero m s pequeho es

56-

(56 - x) ... 18.

Si el ndmero mAs pequeAo es y, el ndmero mks grande es

y + (y + 18) = 56.

8. "Si Sara tiene x aftos de edad y'José tiene y afios de edad, .

entonces

Jx + y 30

x y 4
6

x + y 30

y - x 4

Obskrvese que no sabemos cal es erNayor, de modo qe pode-

mo contestar la pregunta de dàs maneras. Obsérvese tambign

ue 1 informaci n "De aqu/ a cinco afios" es irrelevante,

puesto que erencia en las edades es la misma ahora que

en cualquier otro momento.

Conjunto de validez: ((17, 13)) 6 L(131 17))

Sara tiane 17.aftos de edady José 13, 6

José tiene 17 aAos de edad y Sara 13.
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Este problema se puede Plantear cia' cuatro maneras diferentes,
10

usando una'variable:

I

Sara n afios de edad \Sam, n aftos de edad

e 30-n atx de edad , ,jcise (n4.4) 6 (n-4) afios de edad

. ose n afios deedad fios e n afios de edad
.,

_..

Sara 30-n aftos de edad Sara (n+4) 6 (n-4) afios de edad
*

'Si emplea a libras de almendras c libras de anacardos,

entonces

a + c = 200

1.50a + 1:20c . 1.32,(200)

Conjunto de validez: ((80, 120))

Dibe emplear 80 libras de,almendras y 120 libras de anacardos.

Si emplea a libras de almendras, entonces utiliza (200-a)
44,

libras de anacardos, y

1.50a + 1.20(200-a) = 1.32(200)

Si la afre de laS,decenas es t y la de las unida4ps ek
u, entonces

u 2t + 1

(lot + u) + u 3t + 35

Conjupto de valide: ((3 7))

El ndmero es 37.

Si, u es la cifra de las unidades, entonces

(2u + 1) es la cifrgrde las decenas,.y

\\ 10(2u + 1) + a . 3(2u+ 1) +

11. ilsamos el principio fisico de que upa palanca'

f""--

estA en equilibrio si cx dy,

donde c d son las medidas de las distanclas desde,e1

fulcro,opunto de apoyo,ixeyrepresentan lo6 pesos

2 e
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de los objetos puestossen la.palanca Podemos considerar a

cx 3: dy como-Medidas de las fuerzas que tienden a hacer

girar la.palanca

Expliquese esto informalmente a los estudiantes, riro

sin hacer de ello una lecci6n de fisica,

Si Hictor esti a h pies del punto de equilibrio, y Federi-

co esti a f pies del mismo punto, entonces

f + h 9

100f = 80h

El conjunto de validez: ((4, 5))
41.

Hictor esti a 5 pies, y Fed4ico esti a 4 pies del, punto de

equilibria

12. Sl un muchacho pesa a libras, y otro muchachokqesa b

bras, entonces

la + b 209

5a . 6b

ConluAto de validez: ( (14;95))

Lin muatiCho pesa 114 &rag, y el otro 95 libras.

13. .Si la velocidad de la corriente es c millas por hora, y

la velocidad del bote en ague estacionaria es b millas por

hora, entonces

{60 c) 12

Conjuntb de validez: ((5, 3))

La velocidad de la corriente es 3 millas por hora,

velocidad del bote en agua esracionaria es 5 millas por

hora,

Este problema no se resuelve ficilmente con una variable,
-
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Si las manzanas cuestan a centavos por libra, y los guineos
,

,

cuestan b centavos por libra, entonces - -

3a + kb 108'

ka + 3b 102
..

! Conjunto de validezI 1(12, 18))

Las manzanas son a 12'centavos'la libra, yilos

centavos la libra.

15 Si A camina a raz6n de a millas por hora, y' B a razón

millas por hora% antonces en 60 horas,de h

neos a 18
,

A eamina 60a minas, y

B camina 60b millas;

en 5 horas, A camina 5a millas, y

B camlna 5b minas.

60a . 60b

'5a + 51) = 30

El conjunto de validez: (04,144)

A camina a raz6n de 3 por bora.
4'

B cagna a raz6n de 2 71: minas por
3

16. Si hay lc cuartillos de la soluci6n al.90%, y z cuartillob-

al 75%, ententes hay 0.90x cuartillos de alcohol en la solu-

ci6n a1-90%, y 0.75z cuartillos de alcohol en la soluci6h al

75%. AdemAs, bay 0.78(20) cuartillos de alcohof en la solu-*

cii5n mezelada,

-I- 0.75y = 0.78(20)

x y =

Conjunto de validez: (4, 16))

DeberAn utilizar e 4 cuattillos de la soluci6n al 90%.:

.



17. Si la,velocidad media del autom6vil A es a I minas por

bora, y la velocidad media,del autometvil .B es b millas

por liora, entonces

102 240
' a

)_92
a

Conjunto de-validez: ((60, 50))

La velocidad media de A fue 60 millas por hora.

La velocidad media de fue 50 millas pox- bora.

15-2. Sistemas de inecuaciones

Okina 500. El sistema de inecuaciones

x 2y - 1i> 0

2x - y - 3 > 0

es una forma abreviada del enunciado abierto compuesto,

x + 2y - 4 > 0 1 2x - y - 3 > 0.

La grafica de este sistema es, desde luego, la-scifica

ciado abierto compuesto.

Sgina 501. Al dibujar la grifica de la inecuaci6n

Ax + By + C > 0 2. (B 0 0)

escrfbase la desigua1dad en una u otra dp las forms:

(1) > - (21> 0),

(2) y < - (B < 0),

% 1

laIe sea apropia'da. En la recta

(3 ) Ax By C = 0,

4411E Asi, para-un valor dado de x, (x,y) satisface a la
.-

1cuaci6n (1)si el punto (x,y) estA par encima de la recta, pues-

del enun-

2



1574

to quo la ordenadade estapunto es mayor que
.

Par otra,
.B, B

parte, paTa un valor-dado de lc, (x,y) satlsface a .1a ecuaci6n (2)

si el punto (x1y) estA por debajo de la recta. En general, la

grAfica de (1) es el conjunto de puntos 221 encima de la recta

'(3), y la grAfica de (2) es 'el'conjunto de puntos kos deballa de

la recta (3).
#

Figina 502. La gráfica del sistema

{3x - 2y - 5 0

x + 3y - 9 0

es la porci6n de la recta 3x - 2y - 5 ... 0 que estA en la rec

x 3y 9 0 6 por debajo de ella.
4

Respuestas al Coniunto de problemas 15-2a; pAgina 503:

El conjunto de validez de cada smunciado abierto en los To-.

blemas 1; 2, 5, 6, 7, cOnsiste en todos los puntos en las regio es

doblemente sombreadas de la grAfica, junto cop todqs los puntos de

,los unites rectilineos de trazo lleno de estas regiones. En 1

problemas 3 y 4el conjunto de validez es la porción de recta

trazo lIeno dentrb de la regi6n sombreada.



MR AAAAAEll Eff4/51102FirAPAr
MIME Afigrif0
ENE .00,5FAMIVirUi 12,0#017ATC
111111111111 V2121:iti501.
111111111111- iK0/105.221:`
1111111MMIIMIVAIYZOVAZ
111111111111111111WIFACCO:
1111111MMII11114Z0ZMW
1111111.1111. i;CM/AUW!
11111111111 AVIVAIAITAVA
MAU P 1111111WATAW"mum mautrAiroo

All1111151117.7

a

a

272



Respuestas al ,6niunto de problemas 15-213; página 504:

Las gr4ficas de todos los enunciados abiertos en los proble-

mas l-3*de este Conjunto de problemas,:Consisten en todoslos Run-
.

tos incluidos en todas las Areai sombreadas, junto con todos los ,

puritos de los Itmites rectilineos de trzao lleno de estas regio-

nes. En el problema 4, la grAfica es la regi6n doblemente som-

2 3
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Respuestas' ar 6011,j unto de: probrelias 15.2c; pfiginas 505-506:

Lass grAficas de los 9onjAntos,de.validez aqui consisten en.
--.A,
todos los plintos de las regiones -ad sombreadm dobl tq Asom.7.-. ,
brea,61 sde--17as figuras-.7

A
*

..-1(a)

$

A

-

4

1(b)

9

S.

411

1/4
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101111MWMilltrill

11111111111MI1M1

%Minima% P.E71:
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2(a)

*
Gonj uneo de vAlidez: ( (0,-2))

2(c)

El conApnto de validez es ra
regiem doblemente .sombteada.

Conjunto 4g validez:
-

Todos los.puntos en ambas
rectas.

2(d)

El conjupto
regi6n dobl

2(f) y.

e validez et la
nte sombreada.

.r"
,,t4

o
'El 'conjunto de 'valitlez ,es el ,E1 c,pnjunto de validez es to-

conjbnt o de.puntos c14,1,, por- .da la regi6n .sombreada. -

ci.46 de recta de trazo rleno 4
.

dentrp de la regi6n sombreada.

1
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2(g)

A*

vol

4

2(h)

_

El conjunto de vali.tiez ds toda Ef conjunto de villidez es la
la regi6n sombreada y ambas regift aoblemente somb ada y
metals', *la no,sombreada.

4

s. "

2(1)

co9juilto ge validez,es d
constttuido por la.regi6n
doblemen4 sombreada y la no
sombreada.

S.

4.
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*4. Si 'r s el ndmero e-jugadas de correewcón la pelota,

p es el ndmero de jugadas de pases, entonces 3r es el

ndmero de yardas ganadas en r carreras con la pelota,
1

.

es el ndmero de yardas ganadas mediante p pases.
3

'Como el equipo estA a 60 yardas de la meta, si ha 4

1

anotar, deberA 'cumplirse:

3r +?39-p.t..k 60.

Se requieren 30r segundos parf r carkeras con la pelota,

y 15p segundos para p pases; por lo tanto,

30r + 15p 5(60).

Estas dos inecuaciones dan ,,sistema equivalente,

1
p + 2r 20

20p '+ 9r 180 ,
nkp zrsnenteros o negativos)

La grgfica de este sistema es:

t 4 -
4 4

I
4 -4 . -

1

t

.... " ft), .

1111 ilim .
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rt4..,
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+ ....L
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1111111111 11111 1
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f
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i
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i
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_
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I
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Es evidente que hay 48 combinaciones diferentes de r p

que asegurarán la victoria; por ejemplo, 2 jvgadas de, comer

y 10 de pasar, etc. Sin embargo; hay algunas combinaciones

que dejan uninenor intervalo.de'tiempo,,...dando asi a los eon-
- ,

'-trincantes Menos tiempo para tratar de'anotar. Estos son

fos puntos,de la grgfica qu estAn mis cerca de 14 recta

+ 2r = 26.

N.

t
4i

oat

-

411
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Respuestas.a losq)roblemas de repafo; phinas\506-508

1. Y Como uqa ecuaci6n con una variable, el conjunto de vali-

dez-4Ie; "2x - 3f...-0" es ((;)) y su grifica es:

I, 1 0 i

-2 -1 0 1 2

,(b) Come- una,ecuaCi6n con

'dez es .e1poPfunto de

'ros:reiles.cOnPrimer
4%

dos variables, su.conjuntl de vali-

todos los pares ordenados de n&e-

namero 1 Su grAfica es:
2

(a) Comp un.entinciadoconuna variable, el conjunto de vali-

dez de'n IYI. < 3" ct1 conjunto de todos los y, tales

que -3 < y < 3 y swgrOica-es:
4..

(b ) Como un enunciado.con dos variables, su conjunto de veil-

eitz ea el conjunto de iodos los pares ordenados de mime-

ros reales.con segundo.niimer6 entre -3 y 3.- La grafica,.

es la porct6wsombrcada de la'figura sigutente:

4.



(a) Los enunctados-no-sp*--etrilial-eictes-,-perctie-el-con-Sunto.---
de validez de t"x - 2 is' 0 s/ x es 0. (x no pue-

,

de ser a la vez 2, y 11.4)

(b) Son equivalentes.: La operaci6n 'de multiplicar por.
x2, + 1 Condnce a ug 'inunciado equivalente.

(c), No son equivalentes. La grifica de xy 0 contiene todos
los puntos en el primer, y tercer cuadrantes,mientras que
la grifica de "x 0, 6 y 0" contiene todoss los pun-,
tos en los cuadran s I, II, y IV. 1

.(d) No son equivalentes.,. El conjunto de val dez de *
- 1) = 2(x - incluye el elemento. (1, 1), ,mientias'

que eL conjunto de Validez de . 2 no incluyex - 1
(1, 1);

) Son 'equivalentes.,

4.1.11. recta a(3x - 5y 4) + b(2x +1.3y +4) p contiene 'el
4

4, punto de intexTecci6n para Aos nrimeros cualesquiera
no ambos 0. Sean a = -2 b = 3:. Entonces'

-2(3x - 5y - 4) + 3(2x + 331 + 4) 0

19y + 20 = 0

Ambos tienen el conjunto de validez

es La ecuaci6n de la recta 'horizontal pedida. Sean a
.

b 5. Entonces
-

3(3x,- 5y - 4) + 5(2x + 3y +

19x + 8 )

es la ecuaci6n de 'la fecta vertical pedida.
J"(d) gfr

(e) ((6,..-5))

5. (a) ((-5,3))

. (b) {(-2,-1))\
%(e)

)

El cpnjunto de todas las (r) .[(24,9))
soluciones 4 una u otra
ecimaci6n.

2 S

16 4

4
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6. (a) Las rectas x + By C = 0 Dx +' Ey F 0 son para%

`i

lelas, si y solamente si o bilen E ="E

L 6 4
D F D E F

('b) Si. = = Q' las ecuaciones repiesentan la mismi..recta
St no' veitical.
(c.) Dos rectas- tienen exactamente un punto coindn, si y s610,'si arnbas ti.enen pendientes.y dichas pendigntes son dife-

.,rentes, si una tiene gendiente y là otva no.

( a ) (b)

( d)



"ly 3xI > 2" es equivalente a "y + 3x > 2
-(1c+ 3x) > 2"b

8. \( a = x + 1
.

1.
x + y . 57, x e y enterbs

,

Conjunto de validez: t(28429))

I2x = y - 3; x e y enteros
Conjunto de validez:. 0

IC ) X 1- y izz 45{

y 1,tx + 5

(d) x + y = 20
4.8x + 6.oy= 110

Conjunto de validez: ((8,37))

Conjunto de validez: ((8,1, 14))

2SI

to
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Suzerencias pare examenes

1. Dibuja las grg.ficas de los conjuntos de validez de los siguien-

tes enunciidos:

.2(a) x m 2 y

(b) y30 6 x + =

(e) (2x .4)(x + y)Nm 0

/Considera el sistema de ecuaciones,

+ .5 0

(a)1Determina el conjunto 4e validez de este aistema, dibujan-*

dO grgficas de las dos pcuaciones#

(b) Elige un valor de a y un valor de b tal que
.

a(3x y '5) 4-'b(2x 3y + 4) 0

sea la ecuaci6n, tie una recta horizontal que contiene el

Tuato de intersecci6n de las dos rectas dadas.

(c) Escribe cada una de-las ecuaciones,dadai en la forma en y,

1. resuelve la ecuaci6n obtenida al igualar las dos ekpre-

siones en x resultantes.

(d) Explica la rilaci6n entre los resultados de las partes

(a) , (b) y (c),

3. Resuelve los siguientes sistemas, utilizando uno cualqvtiere

de lbs mktodos. En cada caso-, explica por qa-escogiste un

mgtado particular.

(a) y 2x +

(b)

el

-2.x + 1

3x + 2y m 4

(c) x - 2y + 3 0

- + 6



N.

41:1Sin resolver los siguientes sistemas sletermini cualts tienen

589

exactamente una solución, cuAles tienen vailas soluciones, y

cuAles no tienen soluci6n:

.(a)

1

3x = liy..12

8y + 6x + 2 = 0

1 .x - 2y = 2

1

li +' 2iy x

3 = x +.2.5y

{

ic 4 -

5y = .4 '-°.4x

Eix + 1.0y = 8

1

ix + iy '...-.

12X + y = 2

I,

2sc
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4

En los problemas 5-10, tradtice a enunciados abiertos y resuel-

ve:

Dos imiimeros son4iales que su diferencia es 3 su media

aritmetikes.b. ICuAlis son lok.ndmeros?

6. Lliabrá'dos enteros cuya diferencia es 13 y la suma
I:
de cuyos

8

sucesores es 0?

La sum de las.cifras de un entero eutre 0 y 100 es 12, y la
4

cifra,de las dec&as es 3 m#s que !los, veces la cifra de las

.unidades.: LCual e1 entero?

8. ,Si se invierten las cifras 1E un entero entre 0 y 100, el
,

entero resultante excede en145 aV enteio dado. ./C01 es el

entero, si la suma de sils cifras es 11?

9. Una persona efectu6 dos inversi.ones, la primera al 47 y

' segunda al ,6%. Por dichas inversiones recibi6 un ingreko;

anual de $400. pi la Inversi6n total 'fue dss$8000, Lcuárito
-

invirti6 al 47, y cuAnto al 670?

n
icuant,It libras de café de 95 cenavos la libra y de 90 cents

)vos 1 libra deben utili4Arse para obtener una meAla de We'
'1libyas a venderse a 92 centavos la libra.?.

A

-...

11. Eryisistemas de ejeS diferentes, construye las gr4ficas delos/ ksiguientes enunciados;
-

(a) 2x + 3 > 0 (d)

- 3 < 0 . 2x - y < 0
y <

(b) y < x (e) (x + y - 1)(2x - y) > 0
2x - y 0

(e) 2x+3>O 6

Y - 3 <



Capitulo 16

PO IOS pAtRATICOS

Este capitulo contin4a.el,estudio sobre grificas tniciado

. en el CapItulo 14. Despu6s de construir las grAficas de algunos
4

polinomios cuadrAticoe-ienerAles de la forma Ax2 + Bx C, di-
,

bujando curvas que paseri pdr puntos examinamos la pars-
...

bola gue es la-grAfica del polinoniio.simple x2 . Notamos los

cambio&s'en*la'grAfica al multiplicar .x2 por a, al sumar'al-

ganAmero h a x, y al sumar algila'nOmero k a x2. Genera-

liiamos pasando a la grAfica de ,ailt h) 2 + k, donde a, h k

son mimeros reales, siendo a * O. Esto nos cctduce a utilizar
A

el mfitodo de completar el cuadrado para transformar cualquier

polinomio
m,

cuadrAtico a la forma can6nice a(x h)2 + k.

mente, usamos el mAtodo e completar'el cuadrado para resolver

.ecuacrones

16-1. AGrAfiCas de olinom os cuadrAticos

,-2(x + 1)
2'4-3 es'un polinomiocpadrAtico, pusto

es igu:41 a - 4x + para todos. los.vaIores

-7N\; Eiemplo

y x - 2x 3
a

-2,
s.,

--,:-

-,-

i

,

II-

'Sr

e

-§- -4*--

35
'0-- 5

-9--

.Respuestas al Coniunto'de problemas 16-1ap4pAgina 510:

..

8

Q

410."

alp

a
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1

Reuuestas Al taiOniunto de problemas 16-lb; página 512:
,

1.* La gráfica de y = 2x2 puede obtenerie multiplicando cada

ordpnada de y = x2 por 2.

2
La grAfica de y = - 7x puede obtenerse girando la gráfica

3

4.

de y=
4

media vuelta alredbdor del eje x.

-1 -.3 -.6 -.5 -.4 -.2 -

Y 5 3.2 1.9 1.25 .9 .2 .05

0 .1 ,2 .4 .5 .6 .8

Y 0 .05 .8 1.25 1.8 3.2 5

x -5 -4 -3.. -2 -1 0 1 2 3 4 5

y 5 3.2 1.8 .8 .2 0 2 .8 1.8 i.2 5,

\ t

LAI

.

ft

1

A



a

3. La

:ode

6. La

grgfica de y =

y = 5x2 media

grAfica de y

de y = ax2 mAia

Página 513.

y

-5x
2 puede obtenerse girando

vuelta alrededor del eje x.'

-ax2 puede obtenetst girando

vuel.ta alrecador-del eje x.

x
,
v I 2 2 5 3 -713 4 5

32
--9.

1
''g

.125 0 1
-37.

I,:f 2

II
595

14 grAfica

la gráfica

.
Podemos, obtener: la grafica de y = -(x + 3)

2
trasladando

la .grAfica de y m -x
2

tres unidades hacia la izquierda.'

Reipuestas al poniunto de problemas 16-1c; pAgina 514:

1. y = 2(x + 2)2

x -4
t

5
.f

3
g

-1 0

IC 8 2
1 O

1
: 8

Se Ruede obtener la grAfica de -

y =, 2(x + 2)2 trasladando la

grifica de y = 2x? aos unida-.

-des hacia la izquierda.

1111111111=1111
11111111211=111

I.,;
Jr

111=1111111MWin
WIWI -vv

MUM N,f4

IM/I
UWE ,111

MillNM=MEI
0
AIM

*4

2. (a) Se puede obtener la grAfica de y = 1(x a.trasladando

la gráfica de 'y = 3x2 7Cuatro ugdades habia la izquier-

da

(b) Se puede ot:iener la grAfica de y .4(x - 3)2 trasladan-

do la gráfica de y = -2x2 trap unidades hacia-la d.pre-

cha.

(c) Se puede obtener la gr4fica de y = -2-(x + 1)
2

trasla-
1

2
dando la gráficade y = --x una unidad hacia la iz-

2

quierda.

(d) Se puede obtener la g5Afica de y =3.(x + 7) trasladando
2

la g;Afica de y = ix media uRidad hacia la izquierda.

2 Qs-
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3.

k

2La giafica

teales, y

Y= ax2"",* I

de y = a(x h) , donde a son nAmeros

a 0 0, puede obtenerse trasladando la grafica'de

hl unidades hacia la derecha si h es positivo,

y Ihl unida.des hacia la izquierda si h es negatiyo.

Pggina-5150
9.

7 ;Kx + 2

1
2 2.5

s

13 50 25
--g

5
....

.

2.125 2
65 5

5

Página 516. .Z1 vgrtice de la parAbola cuya .ecuaci6n es
1

y = - 3)
2 + 2 es el punto (3, 2). )Dlbsgrvese 4ue.este

es el punto al que va el Orign (03 0), cuando todos 19s pullos

del piano se mueven tres unidades hacia la derecha y.dos uniha-

des hacia arribi. El origen es el vertice,de cualquier para.-

bola.cuya ecuación es de la fd< y.= ax.

.1' .
4

Respuestas.al Coniunto de problemas 16-1d; págipa 517:

* 1. La grifica de y = x2 '
3 puede

,

.obtenerse trasladando.la gráfica

de y = x2 tres unidades hacia

bajo. La grAfica de y = x2 + 3-

imlede obtenerse tlimsladando la.

gráfica de y = x2 tres unida-

des hacia arriba.

El eje de la parábola es .4.a .reta: de. ecuaci6n x = '? to



*
Lasgraica de 2, 2(x 2)

2 + 3
.

pliede pbtenerse trasladan4o'la

`grafica de y 2x2 dos unidA,;

des hacia la derela y trews' uni-

dades hacia arriba.

3. La grifica de.y CK' 1)
2

puede obtenerse trasladando la

wiltf de y x2 -utia unida:d

hacia 'la izquierda y media

unidad hacia abajo. Su vArtice

es (-1, - Lalecuaci6n de

su eje es x -1.

4: La gráfica de y -2(x 42 3

puede obtenerse trasladando la .

grAfica de y -2x media unidad

hacia la izquierda y tres unidades

hacia arriba.

5. (a) = (K + 5)2 - 2

(b) y = -(x + 2)2 + 3

lc) y = ;--(x -1-)2

(d) y -1-x2

t

.5

597

416.
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) , *. .. I .. I.

e * ., - A eA A

I . . . l'
O 'f 4. j ' ..,.

i 0 1,....er . A . . 'al. t
(a) La grkfixa .de y in 3x4-: ,...,- tras104., dos dades,hac14

..... . ,.. , .4
''. ' '. v. ' 1 ... , j j A . y a *ak s 's fa

la dereobp-gtiatrti.:talidades."hacia a-vaj o., .-... kit .

gi.. . _-. ,- ....?
. (t) -LA gr Ica pe y a= 0,71X se, Lrasla4a. tres tunidades.bacia'. . , . ;. ,: .

la' iitp.ifersiaihy ung'ull-flad 16141. arr.ita. -,.. ?".., '.
4. . . .. `.4- 4 .
ill .

(c) La gráfide y',= Vt. se-cradladk-dcp 'ball datiiitc;O:'-..
1a-..dere9ha 57dtis- unidiades' 4tialo t

, r 4. 1...
T.L.

( CD la griffic.4 44 9447. tb,'-ttas14.da..uita,uilidfv1.hAia ter
,. .. . , ....

izquieida: y do's. !..ilztidatie's h? airibk.. : .,.

16-2. Formacan6n ca'
. N41r6r017...=" , N.

Explicamos-%n deta4e. 1zt ieduca. n de.,Polinomi4os .cuakiráticos
a la forma cananica a(k 2 k y pfrecftmos la si..ifialente

. . ..prActica por dos razones. Prpae4o, .hemos dernostradg Ya.cuO-
ralpidamenie se pixede dibular .en ege. Aso la gráfica. Segiindo,

demostrar,.emos su ap1ichc16n.a, la reso1u616n de ecuatidnes
drlticas..
Respuestas al Conjunto de problemai 16-2; piiiniis* 519-520:

1. .'(a) x2 22x ..(x - 2x + 1) -1
(x - 1)2 - a.

(b) x 1. 12 + 1 (
2

+ - + -17-) + 1 - v
0,

(X +

(d)

x2

+ 6x = (x2 + 6x + 9) - 9
= (x -123)2 -.9

2 = (x2, - x + 9)' - 2 *- 9
(x 17 -

I ?
9\ 93x + 2 = (x2 - 3x + )4. + 2 -

4)2

t

- 10x - 5 5(x2 - 2x + 1)

= 5(x - 1)2 10

201-

4.

,



v

g

h

4x2,,+.4 (6 : 4(x - 0)2 +.4)

2 k2N k2
X2. + IOC = IOC + ir

Itx2 k2

ifto
-'kx -g)

(i) x
2 +.,r2- 1 (x2 +A/T))c. +,

(i)

2. (a)

-.3x + 2

= 2)2

1(x2 - 6x + 9) + 27

= (x 1-) 2 +

12 -

x( 2 3x + 1 = (x2 + 3x + )+ 1\-
''

9

4)2 ..i.

(c)
3x2 3(x2

aM.S.

(r)

= 3(x

las

+ 5) (x 5) = x2*- 25 (a. r (x - 0)2 25)
26x 6(x2 3tx 3.1

6(X

+ 1 - 17) (X

1 v2
12)

AO x + 1

2 9

- 2

.4

59§
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*

.

t
s}'

3. '(a ) La gagica.de y = x2 - x +2 es °ma parabola con vfirti-

1 7 1:ce (--- ) y eje x fts - Se olkiene trasladanclo la
2*

"2 1 .1- 3
grafica' de y...t x , 2 unidad hacia la derecha y 1 -27

a

s

unidades hacia arriba.

(b) -La grafica 1ey =

tice (- 4, 2) Y

largrafica de y =

y 1 t unidades

a (0)" La greifica de

x2 + 3x + 1 es una parabola con vfir-

eje- x Sp obtiene trasladand?

2x unidades hacia la izquierda

ia. abaj o.
a

- 2x es una parabola con vfirti-s

1
ce (s, - 5), y eje x = -3-. Se obtiene trasladando la

gráfica.de y 3x2
1

unidad hacia la Aerecha y

unidad.hacia abajo.

(d) Trai grakca.de y (x + 5),(x 5) es una parabola con

vfirtice (0, -25) y eje x O. Se obtiene trasladarido

la 4gráfica de .Y = x31, 25 unidades hacia abajo.

a(e) La tráfica de 6x2 - x - 15 es -una parabola con

. i/firtice' 1
Y

eje x = ill. Se obtien, tras-
s I

ladtando la gráfica de y 6x2,112.- unidad hacia.,la*dere-

a

a

cha y 15 uni da d es hacia abajo.
24

(f) La grafica de y (x + 1 -.P2)(x + 1,)+12) es una

parabola con,vfirtirce (-1, -2) y eje x -1. iSe

obtiene trasladan o la grafica de y x2 una unidad
a

bacla izquie4la dos unidades bacia

2
x2 + 6x + 5 = (x + 6x + 9) + 5 - 9

+ - 4

La grafica cruza al eje x

en das puntos. Estos son (-1,

y (7,5, 0).

4

,

m
v. ittI.

I 2
I

int-
!

1 j

! I
I,

.,

i

I

I



a

1

. 4."

x2 + 6x + 9 un.(x + 3)2
grifica no cruza-ar

eje x. La toca en un punto,
a saber, (-3, 0

umnn =innmina limn

41 ?Ali um
nainnn:innn
nal
nno + a un
noonum .e A

''' iawnn
nn=IL Amanonnu

nnnnonnnun

x2,,,+ 6x +.13 (x2 + ff.+ 9) + 13 - 9
(x.,+ 3)2 + 4

a.;06.ficft .no cruza
ni tocal al e.,le x.

.

Si en el pr41ema 4,

'+ 5)(k .+ 1) ='

x + 5 = 0 & x + =

x = -5 ,6 =

nnnnnonnn
anon
m no

inn=
mann

mom
InunACM

nmnn

IIR Ann
lU'IULI7AI

non
anon
nanalAnn o
nnnnnumnnn
nnnammnmnnum

nomnicoom

no
onnonnonm

entonces

*

.601

son todos eiluivalnt es Por lo tanto, el conjunto de vall-
dez de la ecuati6n es (-5, -1).

A
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Si en el problenta 53 y 0, entonces

x2 + -6x + 9 = .0

(x + 3)(x + 3) - 0
x + 3 = o 6 + 3%2 b

x :3 6 x = -3%

#
son tQllos equivalentes. Por lo tanto, el cbnjunto de vali:

dez de lt ecuaci6n es (-3).

En cede caso, los.miembros del conjunto de validez de

la ecu4ción son los mismos que las abscises de los puntos

donde la .parAbola corta al ije x.

Los puntos en los cuales una piirgbofe cortia al eje

seraniaquellos puntos cuyas abscises son miérnbros del con,

junto ,de validez de la ecuacign de ia pari.bola, y cuyas
ordenadas son. O.

8. Poi.inomfo Forma can6nica

Problenta 4 x24+ 6x + 5 (x + 3)2 - 4
-Problema 5 x2.+ 6x + 9 (x + 3)2i- 0

Problema 6 x2 + 6x + 13 (x + 3)% + 4

El polinomio en -el problema 4 puede factorizarse como

diferpncia de dos cuadrados, de/ Tnodo siguiente:

x2 + 6x + + 3)2 - 4

= 3)2 (2)2

.= (x + 3 + 2)(x + 3 - 2)
= (x + '5)(x + 1)

Po!)
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4. #

. 16.3 Ecuaciones cuadrAticas

PAgina 521. 2x2 - 3x + 1 = o

(2,x --1)(x 1) = 0

2x 1 = 0 6 1 = 0

..
x I 6 x = 14..

. -
= 1.)

)

a`k 603,

,to

Son todos equiyalentes. Por lo tanto, el conjun0 de'vali-'

dez de la ecuación es. (22:-, i.

PARA:1.11a 541, Para tode nine= real x, es tambifin real.

Por lo tanto, (x - 1) . es mayor que o igual a. 0, puesto que

el cuadradoAe un-nii0ero real no puede ser negativb.

Respuestas al Confunto de roblemas 16-3; pAginas 522525:
-

1. (4 (3x 7 5)(2x + 3)

(b) No eS factorkzab1 ws015 mimeros reales.

(c) (x2 -1=8x + 16)*:-.16 + 3 =(x +.4)2' 13

A (x*+ 4 +.4111)(x +.4

(d) No es kactorizable s6bre

(e) (x +4(710 171
(f) (3x - 2)3x - 2)
(3)'- (,17(x 1) -1-4)(%/-2( ),t 1)

(VT x 2 (

(h) x(3 -

2. (a) x + 6x + 4 -=

+ 6x + 9) s+ - 0

(x +'3)2 _ 5 . 0

x -3 cr x +./-5--

los miOnerlis reales.

ar

y

son todos eqUivalentes. Por lo tanto, el conjunto de \tali:-
Air

dez de la ecua.ci6n es [-3 -3 + .131.

,a
.0

3 0()

.
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.4

In

.(b)
t 2. 2x

:

41 ':\ :2 (x 7

z

4 9.

2x2 - 5x = 12
- 5x12=O
- 12 - . 0

-0.

'3 .x = 4

01

'1

son toAos equivalent es ;!.. POr lo tanto\, 41 cbnj unto de

1/4

validez de la lcusci6n (

en -este prbblema, podriamos

(2x ,+ 3)(x - 4)

4 L. Observese que

scribir. 2X2 .5x , 12

y obtener de \rendez

direceamente de esta forma' .factorizada.

(c) + 4x +I 0

(x + 4x4+ 4) + '6 - 4 =,
-

(x + 2)4 + 2 0

(a)

ion toclos 4quiva1entes, Sin embargo, (x + 2)Z +
no es .fac-torizable iobre jos niimerds reales 3r el
conjunto de validez de la ecuaci6n 0

x2 .=.2xN- 4

2x - 4 = 0

- 4 - 1 = 0
1)2

(x 1 + (x - i-I= 0

c x = +

;
sqn todos -equivalentes. Por lo tanto, el conjunto

de validez de la ecuación es [1, 1 +VD.

I. 01
_



(e)

a

2x2=4x-ll

2x2 '4x + 11= 0
-2 (x2- 2x + 1) +11 2 0

2(x i)2 + 9 = 0

son todos equivalentes. Sin embargo, 2(x 2 1)2 + 9

uo es factorizable-sobre los niimeros r ea 1 e s . Por lo
tanto, el conjunto de validez de la ecuación es *0

12x2

As
12x2 - 8x = 15

- 8x - 15 = 0
+

12(x

-

0

712

" "t)2

a

=

= 0(X

+ (2(x ) b

52x A- 0

5x =

,

605

son todos equivalentes. Por lo tanto conjunto de

validez.*de la ecuación es (- 4). (013s4vese que

12x2 ,- 8x - 15 puede factorizatse..como un polinornio

sobre los enterosz)
-3x2 + 6x - 5 = .-3(x2 '- 2x) - 5

-3(x2 + 1) - 5 - (-3)
-3(x..- 1)2 - 2

De la. eculici6n en forma ca'nfinica, podemos, deducir que

el vértice de la pardbolar es el punto (1, -2)
Puesto que el. coeficiente de (x - 1)2 es negativo,

la par4bo1a se extiende hacia abajo, y -2 es el mayor va-
.

lor que el polinomio -3x2 + 6x - 5 puede tomar.

302
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- 8x + 21 (x2 - 8x) + 21

= (x2 - 8x + 16) + 21 - 16

(x 4)2-4- 5 eie

v6rtice de la parabola que constituye la grafica

del pplinomio es el panto (4, 5). Fuesto que esta parabola

se extiende hacia arriba, el valor menor del polinomio es 5.

El po1inomio puqde omar mucbos valorei mayores qua:

Sus'valores son nOmeros enteroi para valores enteros

de x, pero no p,pia todos los. valores reales'de

2
2x

2(x - 1)2 - 3 = 0

( x - 1) Na) ( A5.(c 1) - qrS) . 0

x . 0 6 5 x IT:. 0

:NAT - N(Y

son todos equivalentes. Por b tanto, el conjunto de vali-"

../73 .4(g+,(T 1
dez dp la ecuaci6n es

1

.47 j

En el Capitulo 11,.aprendimos a racionalizar el 'deno-
.

minador; por 10 ianto, vemos que el conjOnto de validez

pudde tambi6ri escribirse z7F, 1 1-4)

Si 'el nilmero de pies del ancho es x`, y el ni5mero de pies

del perimetro es 94, entopces el niimero de pies del largo

es 47 - x. El nUmero de--pies cuadrados del area es

x(47 ).

*

1,

1**



x ( 47 - x 4 96

2 47x + 4901=, 0
(x2 2209)

9
4 6

'

2209
4 4, 0

2 ±tp 4.2

. 14 _*)

16)(x - 31) =

16 0 6 x

x -= 16 6 x

0

= 0

607

,son t6dim equivalentes Por lo tanto.,'elisponjunto de
4 4 -

,validez:de.le.ecuación es (1C; 31)., Cuitpdo x

47 - x 3 it. El,rect&ngulo tiene 16 pies-de ancho y*

31 fies de largo.
`

Toda vez que x2 - 47x + 496 es factorizable sobre

los enteros, no hubiera sido necesario user el mitodo

de completar el cuadrado en este caso.

'El estudiante podria tratar de resolver este pro-

blema
*
utilizando dos variables del modo siguiente:

Si el rectAngulo tiene x pies,de ancho',.

pies de largo, entonces

{ 2x + 2Y' = 94 /
xy = 496

x + y =4,47 ,

;4 X 1r = 11°9 6

Y =

xy ---- 49t)

1

..y = 47 - x
x) = 496

0.

Aunque esto implica una ecueci6n cuadratica.con dos

variables, el estudiante puede ver que el mgtodo de

"sustituci6n" lo-reduce a una ecuaci6n con una variable.

304
A
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Si la lámina metilica tiene x pulgadas de ancho, tiene
x + 8 pulgadas de-largo.

, La. caja tiene

- 4 pulgadas

de ancho,

xf .8 - 4 pulgadas
1,

le largo, y 2. pulgadas

.de profundi.dad.

2(x - 4)(x + 4) =

2(x2 - 16) =

2x - 16 =

x2 144 =

256

256

128

(x + 12)(x - 12). = 0 x > 0
x+2=Q 6 x - 12 = 0, 0

x -12 x.= 12, / x > 0

,son todos equtvalentes. Por lo tanto, al conjunto da yall7

dez aet enunciado, es (12),.

La Arnim tiene *12 pulgadas'de ancho y 20 pulgadas de
largo.

.t.



)

111111111111111111.111
-mums
NMI
MIMI ENKIIII

AMER
to..

10.1111111
Win
En111c

. ,R1

Al

Z1
0..121101

II

DEW

.

Milco

-I.

1110 rAl

40-
\N

4. legIllEa
. 1 1

(c)

A

1

On
ORIBBie
lk OMBO

. ik MO
aa

1 40
N lk

ay 11 1,4 Ed
1111 In IL

nill ii

(b)

I

Los doi puntos 4) y.

(3, 4), constituyen la gri-

fica.

609

(q)

A

4.

En (d), recordamos que y .. x2 - 6 1 1 + 5 implica:-

1 x2 - liX 4- 5, x Ci.

. -x2 t ox e D, x < 0.



610 46

Si un cateto iiene y pies Ae largo,,e1 otro cateto tiftne

y - ,pies de largo, y la.hipotenuba tiene y + 8 pies

de largo. Luego;

Y2 + (y I) (y + 8) y O.

Conjunto de validez: (21)

Las longittides de los *lados del triAngulos .s7in 20
su

21.pies y. 29 pids.'
Nu. 7

10. Si la-ventana estA a 'h pies de altura sobre el suele.
. . . . .

,

cuerda-tiene
*
h + 8 pies,de:'largo. Luego,

.. . .

.%
h 2e = (h t. 8)2 I h > 0;
Conjunto..de (45)

La ventana estA a 45 pies

sobre el suelo. 28

11. Si un cateto deLriAngulo tiene x unidadei de larg

h+8)1

ent onc es

x2 + 32 x 04,

conjunt6 de validez:

Cada cateto tiene IF unidades de largo. -

Si la diagonal tiene d. pulgadas 'de largo, un lack) tiene

t d -'2 pulgadas de.largo. .Luego, 43,Vt'tie

(d - '2)2 + (d - 2)2,7 d2

Conjunto de validezt' (4 -I- 2,./-f)

. e La diagonal tiene 4 + 2 'NJ/ pulgadas de largo.

13. Si la lAmina tiene t pies de largo,-de'ancho tiene

t - 3 pies. Luego,

3
t(t - 3) = 46T t > 0

I'

Conjunto de validez:

La lAmina tiene 8
2

piès de largo.

S.
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es uno de los niimeros, 9 n es el otro4ndmero,

n2 .s. (9' - n)2, ' 25*

Conjunco de validez:JL

Los numeros son
9

. 15. Si n es "el nfimero,

14n+ = 11.

7
28

9

CO*nfUnto 8e :valigez:' (-7 +.2V131 -7 7

'El nfitherowes' (-7 + 21/37;) 6 (-7 - 2t417).
. .

16. Si.su velocidad media akla iaa era g millasTor hora,

entonces su:velocidad media a la vuelta fue g,- 6 emillas

por hqra. .Luego,

.336 336
g 0-

Conjunto de valtdez: (48)
4.

La. velocidad media fue 48 mIllas por bora a la ida y

42 mi11as.por hora a la vuelta.

17. Si x es el.numero,

1
x + T 4 ]E x I O.

Conjunto de validez: (2 +-fr., 2 -ir)

El numero,es 2 .47 S 2 "rY.

3 9 .

4

;
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7.

"00

3x(x -.3 )=3x2 9x

3(x2 - - V.

m gx,-V

s es

613

(e) La grAfica de (d) puede obtenerse trasladando la

grAfi,ca de (a) 4 unidades hacia la derecha y

unidades_hacia abajo..

#k

1

a



(1-)'

(b): =.,;2 4- 3

JO' y = ( + 2)2

. (a)' (x 1)2

(a) '.Recta
.4b) Parabola
(c) :Par*de rectas:

1-
(o) Recta
(e) ',Recta
(f) parabola

1 (g) Parabola

(h) 'Recta
(i) Punto

4. (a)

i

s

(i) La grifica iorta al eje y en lin punto dond x O.

Cuando x = 0 s x2 + 2x - 8 = Por tantç 1a,

grifica corta al eje y en -8.
OA) *La gráfica co.ta ál eje x en los puhtos donde

x2 + 2x 8 =
(x - 2)(x 4 :4) =

2 = 0a

La Apfica corta al eje x en 2 y en -4.
(iii) El mayor o menor valor del polinomio es la ordena-

da del vértice de ld parabola.
2x + 2x - 8

1)2

El vertice- ebti en (1 -9) y la parAbola se,
'extiende.ihacia arriba. Por tanto, el vulor menor
es -9.

311
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N)

(b) (i) 3 -(ii) No corta al eje x. (iii) El menor

valor es. 2.

(c) (i) 4 (ii) 2 y -2 (iii) El mayor valor es 4.

(d) (i) 12 i(ii) 4 y -3 (iii) No hay valor mayor

ni menor. La grifida es una recta.

(e) (t) 19.2, p.i) 4 v. -3 (iii) El mayor kalor

es .

(f) (i) 0, (ii) 0 .(iii) El menoryalor es 0..

5. (a) (7, 3) (d) )

(b) +./F 1 -.17) (e) (2 2 -4-)
(c) (f) El conjunto de tedos los

n6meroe.,reales.

Si uno de los nfimeroses n,

el otro es 9 - n* y su

productoles .n(9 - n).

(9 n) = - n2

(n2 81) 81

3..) 2 84

9 81
El vértice de 4parAbola es 1,7), y la parAbola se

, extiende hacia abajo.. For lo tanto, el valor de n que
9

da el mayor valor para n(9 n) es y.

9 9
Los niimeros ion 2 Y 2

1-12 + 175 = (4" rOn * 25) + 150

(n 5)2 + 150

El ve*rtice de la parAbola est4 en (5, 150).

El fabricante deber4 construir 5 botes en un dia; esto

dar4 un costo. minimo de $150 por bote.
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./ ,

Capitulo.16
. .

Sugerencias par, eximenes .

7,
..

''
1. Dibuja Alva gráfica de y = x2 .

.*.

(a) Explica la manera de obtener 1#.gráfiCa de y
. , ,

a partir
,

de la grifica de y 4. x2.
.

(b) 'Explica la manera de obtener-la gráfica de

V
*

4 a partir de la igAfica`de y usx2.

2.. Es cribe oada uno de los siguientes

dibuja su grifica:

(a) x2 - 2x - 3

(b) x(x + 6)

(4 6 - 6x - x2

X.2 + 6

eup forma canOnica

(d) 2x2 + 4x + 8

(e) (22E -+ 1)(2x -

(f) (x - 3)(x + 3)

3. Resuelve,las siguientes ecuaciones:

2
(a) x.. + 5x 4-'4 =

-(b) 11-x2' + 3 '8x

( ) 2x2 + 1 kx (f)

(d) x2 - 21r3x + 1 0

(e) x2. 2x + 2 = 0

4. ICuAl es el Mtnor valor que pude tener 61 polinomio

"x2 6x + 161'2

5. Dos niimeros-primos sucesivos difieren en 2 y su producto

es 899. Determina los nameros.

6. Si cada dimensiem de uha'babitacion que side 8 pies,

pocr\12 pits se aumenta en la misma cantidad el espasia

del piso se aumenta en 224 pies cuadrados. Determina

las nuevas dimensiones de la habitación.

3 1.)

fa
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tulo 17

UNCIONES.. 411

17-1. El,concepto II f ci6e,. _
. ,

;5 ., 4

Este capttulo trata una le las .ideas. mAs importintes y
ir 4,

fundamentales.en Ia mat tica, 14 idea'de-funcidn. Se
. ...

incluye aqvIspara aquellas'41asef4orgailizAasiara..los estu-
.

. . - .

'diantes mAeiprovechados:ast-comosparastndividuos.exb'eptici-
.

tt' .
. 4.

.,

tales_ que tienen capapidad pari avenzar.i.lipidmnente; t

4similando°todo lo expliesto7fn'loslcapftulos an,teriOres'en
, 4

.menos leccionlis que de ordinarld. Se podrA encontrar discu-

si6n adicional,de este Zoncepto en Studies in Mathematics

Vol. III,'pAginav6.17-6 25
.

-.. En el pasado, la costumbre ha sido posponer un estudio'

cuidadoso de-1.as funciones para iin'snivel matemAti.co =Cho
.

.

mgs avanAa'do... A cause de esto, el tema estA rodeado de/n

aura de -ltad completamente'injustificado. La iIa e, i

(sencilla y, segdn se harA evidente en lo que sigue, tatá

implfcita en nuestras'mgs elementales considiraciones. 'En

este respecto, el concepto de funci estA en la misma catego-

rfa que el concepto de conjunto. Inc entalmente, el concept&

de conjunto es otro buen ejemplo de una idea que. estaba

imp)cita,en muchas ouestiones,matemAticas mucho antes de que

fuera aislada y.estudiada con gran cuidado en sf midM4p, Otra

ilustraci6n mA§ de este fendmena lo ofrecen as propiedades,

reties. ACDs de la suna y de la multiplic ci6n que ATEan

fcitas 4n toda la aritm4t#ca, pero . que se hacen

lfcitas haste el'estudio del Algebra.

<



Página 529. table comPleta.de franqueo ei

onza s LIOLIIIIIIIIBIBICIE1111311171111111
centavos EllEl 4 Ell : 8 8 8 8 EIRIERIMI 16 ...

Respuestas .alppntunto de problemas 17-la Oginas 529-531:
.4 .

1. (a) La- asaciapi6n es del conjunto de todos los,enteros. 4
. positivos al conjunto de todos los enteros pasitivos

impa . Com evidentemente no podemos escribir.

...

todos los enteros impares, la tikbla puedessólo
sy ,sugerir la.asdciaci6n completa. Los enttros

Apaies asociados con 13 y 1000 son 25 y 1999,
respectivamente.

(7)Una,regla para la asociaci4n podria°expresarse asi:

"Con dada enterb positivonse asocia el en4simo'
entero positivo impar". Otra forma de expresar

esta asogiacidn es: "Con dada entero Rositivo n,

se asocia el entero 2n-1".
4,4

(b) La imagen de la mkquina sblo puede sugerir la aso=

ciacian complete aqui descrita. La asociacitin es

del conjunto de todos'los ndmeros reages-positivos

al conjunto de tados loi ndmgros reales mayores que
-1. La mAquina dar4 el.ndmero 33 etando se le-da
el*ndmero 17. Rechazar4 los ndmros 0 y -1, puesto

que est6 "construida" para aceptar ndmeros reales
positivos solamentt.

A algpnos maestroallea gusta destacar la idea

de la m4Ruina mucho mgq de lo que lo hemos hedho

aquf. No hay inconveniente en asl hacerlo. La

mgcluine puede.usarse tambi4n,para vistalizar todas

las operaciones*algebraicas. Por ejemplox.una

A



rnquira de.sumar puede imaginarse como sigue:

o+b

Observese que esto sugiere,que la operacidn de la

suma Puede considerarse'como una funcidn que asecia

un nAmaib real a cada par ordenado de ndmeros reales.

(c) La asociaci6n aquf es del conjunto de todos los

ndmeros ieales al conjunto de todos los ndmeros

4eales.

sigue,;

La asociación se pUede representar como

Para determinar el ndmero asociado con cualquier

ndmero,real a en la,recta superior, observamos

primer° que, antes de deslizar la recta inferior

hacla la dereCha (es decir, si 0 es,t4 directamente
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It

.\

0
It

debajo de 0), el ndmero.en la recta inferior directa-
.

mente debajo,dea es 2a. Esto se desprende

inmediatamente del supuesto ae que la unicad en la

recta superior es dos veces la unidad'en la recta

inferior. El.trasladar la recta numdrica inferior

Inv unidad hacia la derecha de su posiciOn original

produ4ce el efecto de rester ). de la coordenada-,-

original de caaa panto de la recta inferior. Por

lo tanto, el ndmero asociado con a es 2a-1. El .

ndmero asociado con' -13 es -27, con 13 es 254

y con 1000 es 1999.

Note: Posiblemente no valga.la pena exigir a

.todos los estuaiantes que compkendan a cabalidad el

argumento general anterior de que 2a-1 es el

ndmero asociado con 'a. El fin principal aqui no es

estudiar este forma especial de estableceruna aso-

c'iacj6n, sino más bien destacar el hecho de que

una asociación puede surgir en una variedad de

maneras muy diferentes.

(d) Este ejercicio es.muy importante y todos los estu-
,

diantes deberán estudiarlo a fondo.' La asociaci6n

es del conjunto de

todos los ndmeros

.reales al conjunto'

de todos los ndmeros

reales. Obsdrvese

que pare cada ndmero

a, hay exactamente

un ndmero b tal que

(a,b) es unpunto en

la recta. Esto es lo que hace posible establecer la

asoci#ci6n en este caso. El ndmei.o asociado con
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1
es - -0011 - es -2, y con 13 es 25. Tuesto

2
que la forma en y de la ecuacidn de la recta es

y = 2x - A, llegamos'a la conclusidn de que el n1-
4:*

mero asociado con el ndmero a e's 2a-1.,

(e) Esta asociaci6n es-del conjunto de todos los ndmeros

reales t tales que (-71 t <1 al conjunto de todos

los ndmeros reales y tales que -3 y Asociado
2 7

con - estg el ndmero,- Puesto que 1212,-1,
3 3'

ningdn ndmero está isociado con 2.

(0 La asociaciOn es del conjuntojle todos,los ndmeros

reales pegativos al conjunto de todos los ndmdros
4

reales y tales
y
que y< -1. De nuevo el ndmero

asociido con el ndmero hegativo 'a *es 2a-1. El

ndmero asociado con -13 es -27. Ningdn ndmero

estg asociado con 0.

-'2. (a) La asociaci6n es del conjunto de todos los ndmeros

reales x tales que x< 1 al conjunto de todos

los ndmeros reales y tales que y<-3. La regla

es: "A cada ndmero real menor que 1, se le asigna

el ndmero obtenido al multiplicar el ndmero dado

por 2 y despugs restar 5". La regla asigna exacta-.

mente un ndmero a cada ndmero del primer conjunto.

(b) La asociaci6n es del conjunto de todos los ameros*

reales no negativos al conjunto de.todos los ndmeros

reales. La regla es: "A cada ndmero real no negativq

se le asignan ndmeros cuyos valores absolutos son

iguales al ndmerO dado". La regla asigna 0 a 0
*)

y, a cada ndmero positivo, el ndmero dado y su

opuesto.

318
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c) la asociacidn 'es del conjunto de todos l6s ndmertis
, 4

reales al conjunto de todos los ndmer9s reales. La

regla es: "A cada ndmero real x, ieile asigna el

ndmero obtenido al multipllcar el nt1èro dado por

3 y despugs sumar ")". La rrgla asigna exacta-

mente un ndmero a cada ndmero rea

(d) La asociaci6n es del conjunto de odos los enteros

,ft161al conjunto de todos los ndmeros wales. La retsla

es: "A cada entero, se le.asignan a ellos ndmeros

reales menores que el entero dado". 4, regla

asigna un conjunto infinito de ildmeros reples a cada

entero. *

(e) .La asociacidn esidel conjunio de todos los ndmeros*

racionales no negativos al coniUnto de adds Ios

ndmeros reales cuyos cuadrados sean

La regla es: "A cada ndmero racional no negativo,se

asignan aquellos ndmeros reales cuyos cuadrados son

iguales aWndmero ragional dado". La iegla asigna

0 a 0 y, a cada racional positivo, sus dos rafces

cuadradas. /

3. Con cada ndmero real entre 0 y 320, se asocia 4,vecet -

el-entero mAs pequefio que sea mayor que o igual al ndmero

dadd"..

4. El punto de partida aqui podria ser una bAquina tal como

las balanzas que imprimen tu peso a la vez que tu

buenaventura en unl tarjeta. Un estudiante que tengA una

idea de la manera come podrfan construirse tales balanzas,

deberi poder indicar las modificaciones y adiciones nece-

sarias para el fin aqui sugerido. La idea, desde luego,

es obtener otra "imagen" irtcAnica de una asocilacicin inte-
.

resante de ndmeros.
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La definicit3n de funci6n presentada en el texto es,

estrictamente hablando, una definición de funciOn real,
,

puesto que se han xestringido el dominio y el campo de

valores1 a ndmeros reales. En los proximos qursos, el

estudiante encontrar4 tipos Oe funciones mis generales,

en los cuales el dominio y el campo de valorcs pueden
. ..

ser conjuntos di'stintos 'de conjuntos de ndmeros reales.

Unastal función podrfa, por ejemplo, tener conjuntos de

puntos en el piano como su'dpminio de definiciön. A modo

de ilustraci6n1 as6ciese Con cads punto (x,y) del piano,
,

la abscise" x del punto. En eite caso, el dominio es el
..

conjunto de todos los puntos (143_ piano, y el campo de '
.

.

valores es el conjumto de todos los ndmeros reales. Si

asociamos con cadaTunto-(x,y) del planb, el punto ( x,y),

el zesultado es una funciOn con ambos, dominio y campo de
.4

valores, iguales al conjunto,deatodos los puntos en el
,

piano.

En el estudio de las funciones, es importante

subrayar en todas las oportunidades, los
.

siguientes puntos:
f

'(1) A cads ndmero en el dominio de efinicift, la fancidn

asigna un nd 4mero, y solamente o, del campo de

valores. Con otras palaliras, no hay funciones "cpn

varios valores o plurfvocas". Sin'embargo, el

mismo ndmero en elNcampo de valores puede ester

asignadó a muchos elementos diferentes del dominio.

(2) La idea esencial de funcicin se encuentra precisamente

en la asociaci6n de ndmoros del dominio con ndmeros

en el campo de valores, y no en la forma particular
,

. .

en la cual la asociacidn results descrita.
0 ,

3



(3) Elblese siempre de la iisociacitin der dominio al

campo de valores. Esto ayuda a fijar la ides correcta

de we se trata de un apareamientotordenado de ndteros

.en el cual el ndmero del domini6 ee menClona primero

y el,ndmerO asignado del campo de valores se men-

ciona en segundo lugar.

(4) No todas funciones pueden representarse. mediante

expresiones algebraicas.

Aunque los p ntos anteriores'no.son cruciales en

una consideracic5n e1&nental de las funciones, resultan de,

importancia capital ps .tarde. Adem4s, mucha$ de las dificul-

tades que los estudiantes tienen con la idea de función pue;den

atribuirse a confusi6n en estas cuestiones. Por lo tanto,

resulta impOrtante cerciorarse de que el estudiante entiepde

estos puntc;s desde su primerisimo contacto con el concepto de

función.

Respuestas al Conlunto de problemasNi7-1b; pAginas 533-535:

1. Todos los enunciados del problema 1 y todos los del

problema 2, excepto (b), (d), (e),,Ofinen funciones.

Les enunciados en 2(b), (d), (e) no definen funciones,

puesto que asocian mAs de un ndmero con,algunos de los

ndmeros en el dominio de definición.

2. (a) 2x - 5, x -

(b) Ninguna expresi6n sencilla.

(c) 3x +'7, donde x es cualquier ndmero real.

(d) ,Ninguna expresidn sencilla.

(e) Ninguna expresidn sencilla.

3. (a) El,...dominio de defion es el conjunto

' q1,2,3,405,6,7,8,9,10).



:

(±) Namero del (tia 1 2 I 4 5 6 7 8 9 10

/ngreso por dia
(dAlares)

7 5 6 -4 -7 4 0 73 -4 -6

625

(ii) La funciOn no se puede representar mediante

una expr,si8n algebraica sencilla en x.

Sin embargo, se puede Fepresentar mediante un

pplinamio de grado suficientemente alto,

(b) El domirilo de definicitin,es el conjunto de toaos los

enteros positivos, y el cfaupp de valores es el con-

junto .04 2,3,4).

Entero positivo 1 2 .:,4 4 5 6 7 8 94 10 11 .

Residuo de la
divisi6n por 5

1 2 5 4012 3 4 0), ...

1(ii.) LA funci6n no se puede representar mediante

una expresidn algebraica sencilla, pero

podemos hacer lo siguiente: -(Nma cada entero

positivol n, asociemos

0, si n

-

5k, k cualquier entero positivo,

1, si n ;2 5k + 1, k cualquier entero positivq,

2, si n. == 5k + 2, k cualquier entero positivo,

3, si n = 5k + 3, k cualqui;Nntmx)po4tivo,
0

4, si n = 5k + 4, k cualquier entero positivm

(c) El dominio de definiciân es .el conjunto de t6dos los

n.Omeros reales positivqs.

Ndmero real
positivo a

1 1 2 3 6

1
+ 2)14

.$

1

1(4
+7

8
5

4

1
2 ..

322
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(ii) Con cads ndmero real positivo a, se asocia

ndmero 1.(a + 2).

(d) El do4nio de definicidn es elconjunto dp todos los
. enteros positivos.

i(j) Enter° posi-
tivo n

1 2

.

9 10 ...

Endsimo
2

-

a
.

7 11 13 17

.

19 23 29 ..,

(ii ) No se.con.oce ninguna funci6n cuyo*dominio de,

definici6n sea el conjunto de los enteros

positiyos,.,cuyo-campo dovalores sea un con-
.

.
.

junto de ndmeros priMo, y cuya ley sea una..,..

e*presi6n iigebraica.

) El dominio de definici6n es er conjUnto'de.todos los

enteros positivos del 1 al.365 inclusive. El' campo0

de valores es el conjunto cle todos lps enteros

no ri*tivos del 0 al 364 inclusive.

Itimgro
del'
dia

1 2 3

.

...
.

360 361 ;362 361 364 365

Ilas mels-364
antes
[el afio

363 362 361 ... 5 4

,

3

(ii) Con el en4simo die, se asocia 365-n.
(f) El dominio es el conjuntp de todos los enteros posi-

tivos menores que o igualespl ndmero de d6lares

que se poses.

(i) Ntimero,de

d6lares
wer tidos

1 2 3 ... 20 ... 100
,

...

interds
al 6 %

0.06 0.12 0.18 ..: 1.20 .. 6.00
#



(i4.) 'Con el ndmero Pdel5laresinvertidos,se

o,p6p,

(g) El dominio es el con unto de todos los ndmiros

reales positivos.

(i)

11.

DiAmetro'en
pulgaaas

1
Z 2 1 2 tfr- 2 N

Circunferencia
en pulgadas

T.

.1r
4 2 4IT ,2r

(ii) Si d es el diAmetro, la circunferencia es

/rd. 411-

(h) El dominio'es el conjunto de todos los ndmeros

reales.

Primera posici6n:

,
-3 -2 -I 0 , I ,2

I I r I I i I
1 I r r I

. I 1 I I . 1

I I I 1 I
I I I 1t I I I I I I--3 -2 -I, 0 I. 2 3.

Segunda'Posici6n:

-3 -? -I 0 I 2 3
I / l

1-
1 i Ii I

I I II I I I- i I
I t i I k I
I

I
vi i II ! I I k I

3 2 0 - I - -3 4

Ndmerq real a 1 0

thlmerci asocia-
do con a 2 0 -1 -9

627
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-(ii) Sea a 'cualquierndmero real-en la recta

superior. Despuis we se desliza la rect

inferior 4e manera cite su punto 0 esti

directament4Olabajo del punt° 1-de la recta

superior, el punto en la recta inferior

directamente debajo de a es a 1. Cuando
4

li recta inferior se.gira alrededor del 0,

,el ndmero- a - 1 'se. remplaza Ror su opuestosi

- 1). Por tanto, la asoci,acian resultanteA-

puede expresarse como sigue:

Con todo ndmero real a, se asocii el

ndmero I a.

Els dominio as el conjupto de- todos los eAteras positivos

mayores que 1.

Enter() 2 3 4 .5 '6 7 8 9 10 11 12 13 14 1

positivon 4

Factor as 2 3 2 5 2 7 2 3 2 1.3 2 13

pequefio de
n, mayor
que 1

L. ndmaros primos estin as ciadoa

campo de valcires es el conjunto de
is

pTimos.

5. Esta furici6n es parecida al'ejeraplo conOsierado al

comierpo del capitulo. El dominio es el,cbnjunto Ae todos

--los ndmeros reales mayoras que 0 y menores que o igualist

con ellos mismos. El

todos los ndmeros

a 32, y el campo de NaloreeJes el conjunto..de todos los

enteros del 1 al 32.. La funci6n4no se puede'representar
4 A

mediante una expresiân algebraica con una variable. Los

ndmeros asignados a 3.7 y 5 son 4 y 5, raspectivamente.

fit
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La descripcidn verbal es el dnico m6tpdo que podemos dar

abora para representar 1sta funcidp. Los ndmeros asig-

nados a -11-
'

-1
' ' Y

:a 0, 1 4-2, 7 106, son
2 .4 2

1, .1, 1, -1; -1, 1, 1 y -1, respectivamente.

3. Obsdrveseque 1,
da un ndmero real pars todo valor.

x +
de x 'distinto de -2. Puestd que sdlo tenemos rafces

cuadradas.de.ndmeros reales no negativos, 41747-2 tiena

significado Solamenti para ,x 2Jt0 0

(1) Todos los ndmeros reales, excapto 3.

(b) iTodOs lo6 ndmeros reales mayores que o igualeaa 1.

(c) Todos los ndmeros reales, -excepto 0.

'(d) Todos los ndmeros reales.
4

2
(e) Todos los ndmeros.realeS, x tales que. x.a: 1.

Esto es lo mismo que el conjunto 4e todos los

ndmpros reisles .1c tales que x1r.1 6 xzs-1.

(f) Todos los ndmeroi reales, excepto 2' y -2.

Obsdrvese que siel perimetro de un'rectingulo es'igual a

10 pies, entonces la longitud de un.lado debe ser menor
Vque 5 pies. /

(a) El dominio de definici6n aquf es el conjunto de

todos los enteros positivos entre 0 y el ndmero de

'ddlares de.que se dispongi.

(b) Puesto que el Area.de un triAngulo es igual a la

mitad de la base x multiplicada por la altura a,

dabemoi tener Ica 12 6 .a En eSte caso, la
2 .

longitud de la base puede ser tualquier valor,

excepto 0. Por lo tanto, el d9minio es el conjunto

de todos los ndmeros reales positivos.

41.



(c) El fondo de la caja

tiene las dimensiones

8-2x por 10-2x. Por

tanto, el volumen

viene dado por

2x)(1P-2x)x,

o sea

4x(4-x)(5x).

Evidentemente, el cuadrado que se cor a debe tener,

su lado,menor que '4, asi que- 0< x'- 4. ,Con otras

palabras, el doMinio de definición. es'el conjunto:

de todos los ndmeroi reales entre 0-y 4.

ii

10 -2 if

8-2 x

17-2. La notación funcional
A

La notacidn-funcional debe,ser utilizada con gra..dado.
4

Al principio, no se pueden tratar demasiados ejemplos'y ejer-''

cicios del tipo, %Cal es el valor de f en 2?"' o name

ndmero.estd repreientado por f(2)?" Debe aprovecharse toda

oportunidad que se presente pare enfrentar al estudiante con

este cuesti6n. Ss esencial pars todos entender que el slmbolo

"f", cuando seusa,para una funci6n, representa 1 funci6n
4

complete no solamente la resla o aliguna forma especial de

fixpresar la funci6n. Obsdrvese que bemos evitado el uso de

la engaftosa expresión, "la función f(x)", como un sustittito de

la expresi6n correcta,'"la funci6n f": Con otcas palabras,

f(x) es un ntimero;' es el valor de f en x, no la funci6p

,

misma.
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4-4 4

Si dos variables x e y eitgn relacionadas medignte el

eridhciado. y = f(x), donde f es una funci6n dada, entonces

4 *se llama alwas veces 1,a variable inderndiente, e y la

variable dependi&te en la relación. Esta terminologfa, que

se emplea mucho, ha sido eyitada aqui, puesto que es un

ebuso del lenguaje. Conduce a,expresiones tales camo

"y es una funci6g de x", que tienden a oscurecer 61 coikeito

de funci6n.

Para lefunciOn f definida por la regla,

f(x) = 2x 7 1, pare todo ndmero'reil

= f 2 f(-13-1) --- , f(s) 2s-1 3

f(-t) = -2t 1, -c(t) = -2t + 14 .f(t - 1 ) = 2(t - 1) - 1 =
ft

2t - 3, f(t) (2t - 1) -1 - 2t - 2.

Para la función g definida en la pggina 537, el campa

de.valores es el conjunto (-1,0,1).

g(0) = 0, g(4)'= -1, 0/2) = 1. Si

g(-a) = -a. si alo 0, g(Ial) =. 1.

rede darse por una exprepión algbraica sencilla con una

variable.

Tambidn., g(-3.2) = -1

a>0g(a)=l y
La regla para. ,g no

Respuestas al Conjuntode problema; 17-4 pgginas 538-540:

F(t) 2 (1) F(s) = 2 -

IF(-6) I 5 (j) F (20 = 2- t

F( 1-61)0 (k) 2
%-4't

F(t) = 2

(a) F(-2) = 3 (e)

CO '4;1(2) = -1 (r)

(c) F(- 3t) (g)

(d) F(1)-1 = -g (h )

2. El dominiO de definici6wde G 'es el conjunto de todos

los ndmeros reales, y el'campo de valores es el conjunto



de todtis los ndmeros reales no negativos..*

(a) -.G(0) 0 (b) 0(a) - 0(.-a) ca 0 (c) (3-3) 1

funci6n :11 es idéntica.con 3.a funFi6n g..-definida en
secCi6n114-2. Asegilrese de qua los estudiantes entien-

den por qu4-hs g. Subjlyese -arra v,ez que l.a unci6e
es Indftpendiente'del mdtodo particular *de deacribirla-o
de los simboloS usados para representirla.

Si x< Oi .exitonces lx1 -x, de manera que
ix!

x> 0, eritoncas l.x j = xs de manera que 1*
'XI

Por lo tanto,

y de aquf 'que. 1c4= g. 8 I IN 8
la) (b) Ii(T) -3 lc) Ilk

(d) 40-2) = -3 (e) + 1 1 (t) 11(:))no estó definido.

(g) WO, a2- 1,para -3 < a < 3.
.

(h) t2 - 2r, pare -2 < t < 74. tobsdrvese que

si -2 < t < 4 , entondes -3 -4 t-1

de manera -que H(t-l) est4 definidc:: (Esto es,

t-1 esla en el dominio de definición de 11.).

( ) H(t) - 3. = - 2, para t <3.

(a) El dominio de definici6n de Q..es el.. conjunto .de

todos los ntimeros reales, x tales que x -4 0 6.

0.4x esto es, todos los nilmeros entre 2,

excepto 0, e incluyendo--1 2 2.

(b) El campo de valores de Q consiste en el nilmero

todoS x tales



(d)

(a)
(b) Todos os x tales que 4 -4x.

Q(-l) Q(-2: ) 1 Q(0) no esti definido,
2

1Q(-1) Q(r). no esti definido.1

R. es liInisma funciân qua Q. 'CV. el problems

-

,3 anter3.0r.)
(6)

(0) {5)

(d) (4),

( )
)

(b)

Alb

Todos los x tales que x( O.
Todds los x tales que 2 zs x.

W

*
0 I

*I 0 I

(0, 2)

Todos los x tales que x 1.

(d) Todos los x, tales que
.x < -3 6 x > I.

El dominio de definicidn de f es el conjunto de

odos los ndmeros reales, y el dominid de (Jinni-
,

cidn de F es el conjunto de todos los ntimeros

reales distintos jde -"2. For lo tanto, f A F.

339



1,

11

Sin enibar o puesto que

.t,nemos

f(x) F(x), para todos los

x -2.
(b) En ambos" casos, el dominio de 'clefinición es el con:.

junto de todbs, los ameros reales. Puesto que,

t
4

- 1 Ea

los nclmeros reales t, se desprencle que

17-3. Grgficas de funciones

La grAfica de una funci6n nos da una manera rggida de

reFesentar ciertas propiedades d4 la funci6n. En la ayorla
de los-caqos, nos interesa prirnariamente la "forma" de. la .

grAfica, mis bien que la localizaci6n,precisa de puntos indi-

para todos

G,

viduales, aunque puede.haber ciertospuntos.claves que deberin
localizarse con precisi6n. Si bubiere'alguna dud4i aceCa de
la forma de una porci6n.de la grâticasfrecuentemente Osta

.

.

, -puede reSOlveroe gracias a unos pocos puntos-biev'elltgidos.

Otros t,ipos'4e informacift pueden ser tambign de utilidad ala

-determiner la forma general:de la grgfica. Por ejempio, !in
localizar punto alguno, sabemos que la grgfica de

y = 3x2, + 1 debe ester por encima de la recta y = 1, puesto
que 31E22 0 paretodo X.. Tambilk, cpmo 0-4 a :(13 implica
0. a2 -c b2, sabemos que la'grAfica de y = 3k2+ 1 asciende

331



hacia la derecha. Debe inculcarse en los estudiantes que el

objetivo al dibujar una grgfica,no es siniplemente situar

un cierto ndmero de puntos, sino mgs bien descubrir la forma

'de la grgfica mediante diversos mAtodos
.

adecuados. La'iocali-

FacitSn de ciertos puntos de la grgfica'cuidadosdmenti elegidos
*

es uno de los métodos.
,

,tlemplo 1. Las grgficas de la'funci6n f, definida por

f(x)'.... 2x - 1 0,:sx

y la funci6n F definida pbr

F(x) 2x - 1, x 2

son distintas, puesto que la primers grgfica es el segmento de

recta que une 16s puntos (0, -1) .y (2, 3) con el primer punto

incluido y ellsegundo excluido, y la segunda grgfica es-el

segment°, de rect,a que une los puntos (-2, -5) 2 (2-, 3) con

ambos extreMos excluidos.
1

4

Respuestas al Conlunto de problemas 17-3a; pgginas 541-542:

1. (a)

. (b )
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IR

(0)

(d)

(e)

4.

6

111110111111101

11111110121111111 A

11511611111111

1111111111111111111111111:1
11111111111011111111111
11111111111MOMINIMMI

3 :3
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3.

(f)

1111111111111111FIIIANNii

11111111111111011111111111111111

1111111111111L1111111111111
111111111111111111011111111111
111111=111111iiiiiiiNINI

637_

(a) Dominio: todos los s tales que -1.:ss 2. Campo

2de valores: todos los y' tales que
3

(b) Dominio: todos los x tales' qu -3.s. x 1.3. Campo

de valores todos los y tales que 0 .

(c) Dominio: todos los x tales que -3 -.ix < 3. Campo
de valores: todo los y tales que 0 Lc-3 .

(d) Dbminio: todos" los t tales que -2 <t 1. Campo

de valoret todos 16's 7 tales (A - y dc 3.

(e) Dominic): todos los nilmeros reales distintos,.de cero.
Campo de valores: 1).

(f) La misma funcidn que en (e).

11011111111Milliliall111I
111115111111111411/411111ffr

1111J1111111111111rdiiiiMEM
111111111111111021111111111111
IMIIIIIIENEE11111111

4
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madmaluiamsimuna
romminiummuummw
mom 111111111111111111111111111
1111111111111116191. 111111111111111

L211111WISSAIIIMIR
1111111111NOMIUNIUMESIIIII
URUUIUUUUUIII

441

4

Dominio: todos los x tales

.que x-42.

0.

Campo de valores: todos.los

f (x

y tales que-

05.y'41.

{

-3. ,K x ..c0

0 < x.< 2,

Ensiling:um
iliii21111111111111FIM
MN IIMMitai
MEW PralM11111
1111111111611111111111111

14

6.' Hay muchas iunciones.que satisfacen a todas las condi-
,

clones. Un ejempl, es:

11111111111M111111111111111

MEE Ill LIM Nil
1111111111INIMINIII

uu MEME
IEEE 11111111111111MI
1111111111111P011111111

p



Para cualquier ndmero, a en el dominio de defini-
.'

ci6n de una función f, hay exactamente un punto con abscise a,

en la grgfica de la fUnci6n y gste es (a,f(a)). Por le' *Y.

tanto, la recta vertical x = a intersecarg a la grgfica de f

exactamente en un punto, a saber, (a,f(a)). Si a no estg

en el dominid de definición de f; entonces4 la recta = a

no intersecarg a la gráfica de f en ningdn punto. La regla

imma f pued, enunciarse como sigue: "A cada ndmero real a

en el dominio de definici6n, se asigna el,ndmero real b tal

que (a,b),es un punto de la grgfica ".
4

Respuestas al Coniun,to deproblemas 17-3b; pgginas 544-545:

nna de:las grgficas (a) (i), sea o no la grgfr6a

de una función, determine un conjunto que consiste en

todOs los ndmeros reales a tales que hay al menos un.

punto de la grgfica con abscise a. Si la grgfica.

---tegulta ser la de una función, entonces,este conjunto es

el dominio de definici6n de la función. Ahora, con cada

ndmero a en este "dominie sociamos todos los ndmeros

reales b tales que (a,b) escg en la grgfica. Este

me asociacion serg uria función si y sOld si hay exactamente
4

un tal ndmero b pare cada ndmero A. :Este' es la situa-

.ci6neriloecaeoe(a),(0,00e(1), .asf,.que son
t,

grgficas de funciones. Por oira parte,,en los casos res-
.

tantes, hay valores de a con los cue).es estga asociados

varios velores diferentes'de b, de manera We no son-'
.,4

grgficas de funciones.

La_inaynriacles_e4tudiv-C4s. -eier-tamente
no estarg en condicionep de explicar este ejer

cicio con lprecisi6n con que' 10 hemos hecho.

Sin embargo, muchoe de el 9s, estargn preparados

A

a
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pare captar la idea. Respuestas aceptables en los casos

(e) podkan ser algo asf: "(e) es la gráfica de

una-ftarci6rriaporque-hay----stiamente un-punto-en le-grgflea

directamente encima de cualquier pvnto del eje x, y, por

tanto, la grgfica puede usarse pare definir una'asocia-

ci6n pare una funci6n,.segUp se hizo en el problema 1(d)

'del Conjunio de pioblemss 17-1a. (f) no es la grgfica

de una funcion, porque' directamente encima de algunos

puntos del. eje x hay dos puntos en la grgfica, de manera

que ést 0 puede userse pare definir una' funci6n".

A medida que se ';,an estudiando esto's toroblemas,

trgtese de conseguir que los estudiantes enuncien exp1,1-.

citamente lo que es el dominio de deffnici6n y 'la manera.

de formular la regla en aquellos 'casos que son grgficas

de funciones. El propósito de los proldemas 2,3' y 4

es conducir al criterio general pare que una grgfica sea

la grgfica de tx.na función.

2,, () -h(-3) - 4-3. Puede tamarsA aproiTmadamene como 1,17.

h(Q) . 0, )1(2) = -2%

,(h). El Conjunto de todos .los x tales que -4,-x <3.

(c) El conjunco de todos los y tales que

3. '(a) Para x en el dominio de definición de g,' habrá un

.punto, y sólo unó, (x,y), en la grifica G. -El ntimero...

g(x) es igual a la ordenada, y, del punto, (c,y) de

la grgfica.

(b) El dominio de definiti6n sde g es el. conjunto de

todos los ndmekos reales x tales clue existe un
. N

. =
v

punto n G con abscisp 'igual a x.,

s

3 1-)
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a

1(c) Para demiAtrar que "si (a,b) A (c,d), entonces

a,0 c," debemos prober el c6ntrapositivo de este .

enuncihdo, a saber,"s1 a = c,,entonces,(a,b) = (c,d )11

. Asi, si a = c, si los puntos (a,b),/ (c d)

est& en la grAfica de g, entonces b = g(a)

d = g(c). Puesto'que g -es una funci6n, hay exacta-

mente un valor g(a). Por lo tanto, si a = c, entonces

g(a) = g(c). De aqui que b= d, (a,b) = (c,d).

Esto complete la demostracidn.

Este problema es la base pare la definici6n de funci6n

como "conjunto de paves ordenados", que el estudiante

encontrarA eventualmente s1 continda'estudiando la mate-

mittica. Bn esa.definic16n, la funci6n se identifica con

su grAfica, esto es, un conjunto de pares ordenados, y asi

la definici6n consiste en especificar qud conjuntos de

pares ordenados se.desean.

Para demOstrer que el conjunto de puntos G que

satisface a la condición dada es -la grAfica de una funci6n,

necesitamos mosirar el dominio de definición y la regla

pare ume funci6n g de menera que G sea la grAfica de g.

Considdrese el domin1o(de definición como el conjunto de

todos los ndmeros reales x pare los cuales existe y de

modo queel punto (x,y) pertenece a G. ObsdrVese que,

por la condición-sobi-e G, hay pare cada x exactamente

un ndmero y tal que (x,y) pertenece 4 G. Por lo tanto, si

definimos g(x) = y par,a cada x en el domin1o, el resul-

tado bs una funcift g cuya grAfipa es G.



a

5. Esta no es

11.11111*

a grAfica de una funci n.

Pi MINIM

111111111E2111111111111111111
11211101111111111111111
IIIMIIMI11111111111
101111111ENIERIC1111111

17-4, ,Funciones 1 neales

Cualquier rec a (o porcidn de,una recta) es la grgfica de

una función 1iea1, con la excepcióri de las rectas verticales.
-

Si una recta "to es vertical, su ecuaci6n puede ponerse en su

forma en y: y. = Ax + B. Asf,...puei, cadaluntift lineal puede

reprfsentarse

palabras, ti

meros reales

mediante -una expresi6A fineal. Cn otras
,

f es una funci6n lineal, entonces existen

A B tales que f(x) = Ax + B para cada x

lp ea dominio de definicidn de f.

1

Respuests al Coniunto de problemas 17-4; piginas 546-547:

La grgrica es una recta horizontal, y'=:B.

La grgfica es el eje x.

Puesto que los puntos s( 2) estgn en la

gigfica, debemos tener

'0 = A*(-3) + B

= A.1+ B

339
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Este es un 'sistema de ecuaciones.con las incOgnitas

A E. La solt1ci6n es A 4=12 B 4. El probletna

puede también resolverse, obteniendo 1.a ecuaci6n de

fa-recta determinada 'por puntoi (-3,0) (1,2),

y entonces poniéndOla en la forma en y..
) Er dominio de definicidn es el conjunto de todos los

n.timeros reales x tales que

(e) A(-1) + B

3 = A3 + B

a Resolviendo respecth de A 2 13, obtenemos

A = 2 B Ademds, podriarnos obtener A B,,'

escribiendo la ecuaci6n de la r,cta determinada por

los' puntos (-1,1) (3,3), en la' forma en y. Obsér-

vese que dsta es la misma recta pero una funciOn

distinta de la que hay en (c).

) La pendiente es y el punto de intersecciOn con el

3
eje

. 2

(g). El' dominio' de definiciOri*es el conjunto de todos lod
nilmeros reales x- *tales que x'-c 3.

2. La ecuaciOn de la recta es x + 2y + 3, = O. Cuando

y = 2, x -5, 21cuando y =-2 x 3. Por lo tanto,

h(x) = - X.c 3.

. (a) lineal

_Sb) no lineal
(c) no lineal

4.
(a) g(x) =
(b) g(x) = if(x)1

g(x)

(d) no lineal

ee) lineal_

(0 no lineal

(d) g(x)=

(e) g()4 = f ('-X)
9

(r ) 00' = f (x2)

.

34 b
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(a) La grgfica de g se obtiene girando a gráfica de

f media vuelta alrededor del eje x.

(a) ,(e)

1111M111111111111110
11111inemass
11M111101121,2111111
1111=11111001111M
1111211111111120.11111111
.111101111%111111
Elli11111110011
1111W111111111112110
110i111111M1111111111111

(e

111111MINERMAIII
11111111111111111111111131
11111011111111111MING
1111111111111=11120111
112111111NEMPItall
111M1111111111011111111
1=2:011115111111111

111111111111dellIMIll

14a gilkica de g se obtiene girando la*grgfica de
f media Vuelta alrededor del efte y.

La grifica de la ecuaci6n (y F ) (y -G(x)) = 0

es el conjuntO de todos los puntos en la grgfica de

o en la grgfica de G.

Repuestas al Conjunto de problemas 17-5a; plginas 548-551:

3.. (a) f (-2) -11; - )- -14; r(o) -21; 11) = -2

a a2 3a1(3) = -23.; f(a) a2 - 3a -21; f(1.) - -2- 1;

(b) g(-2) = 10;.. g( -14) 4; g(0) -2;g(3)n0 estg definido.

(ObséK.vese que eli dom-raio de g(x)...es -3-c x <3.)

4
g(2t - 1) = - 1)2 2.= 12t2 - 12t + 1 para

-1 <t'-'c 2.

-3< 2t -1< 3 6 -1 <t<2.).
(Obsgrvese que -3 <x < 3 par lo tanto,

3 41
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PoK lo. tafito, el conjunto de validez es

f3ti.:12.2, 3 -"sr)
2 2

0

2 'f_a976.3

4.

(e) f(t) + 4t2 - 3 23. Obs4rvese que si una

. 4 4

funcidn está definida para todos los ndmeros reales

y la otra funcidn estg definida para -3< t <3, en:-
tonces la suma de las,dos funciones esi4 definAa

para.- -3 < t <3

(If) f(a) + = a2 - 3a -'18; f a 4- J a 4 '..3)2

- 21 a2 + ia - 21; 3f(it) `-ia2 - 9a - 63;

'f(3a) (..)a.)2 - 3(3a) 21 = 9a2 - 9a ;21.
(g) _Todos'en la partel(f) son polinomios cua.dráticos.

(t2 31,- 21) (3t2 - 2)(h) f(t)g(t)

- b5t2-+ 6i + 42

Obsérvese que como en el caso (e) el produCto de las
4

dos funciones estg definido para
'
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" 0,,j1;4 v. I....v..4 2:1,4

gi resultado en. (-e)'-eS tin poliirm$:6'Cuadra4co, y
..en (h) el polinomio no es..Cuadraticcr. .

....'2.
, ......

A = -43 (b.. +10) es. un ,polinomio cpadriticol:. dominio2 ,.,
- -?..:5k ...r ..,(de definicit50: , todo inlmero re.al positivo..

. . . . ... . i *".'%"..? ' . .
(b) Si el xamer.o.nias pequeo se denbtft por s elmonces

el niimero mayor eB 120-2s, y, e), Producto

P.= s(120 - 4) es un polinomio cuadiatico en s.
ff

,..
Puesto .que imbos ntimeros son positivos, el domini9 -

.:,
es el- conjunto de los ntimeros rviles: s t.ales que

0
0-.< s- 40. Obsevege que eSta eestriccidri del dominio

(c)

es,hecesaria debido a la condii6n de que s s'es el

menor de loks dos nimeros.
Si 1.; es LtZsIougitud del lado'parplelo a la pared,
entonces la longitud de,1 lad6 perpendicular a la

1
,pared es --(120 L) y 'et area ./N, del corrit2

rect'anguhlr es: A 4.= -1-L(120# L) 'El area es un

polinomio cuadratico4tn L; erdominio (de definicidn
es el conjunto de los ntinieros reales L tales ilue
0-4 L 120.

3. (i) .

3 4 ')
kJ,

a

,7'.?
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1,1* Viitor14-'-'!.". st.,*
-4-
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Nr

I

*9
t -

1

Sabepaos qua el producto de dos nilmeros reales positi-.
vos o ddt negativos ps posttivo:, Como x2 tips-

4* 4

prende que x2 . es. el produc.to ae dos Utnnerbs pbsitivos,
si x 0, o el product° de doS nCaneros negativos, si

.< 0; esto es, X2 p para cualquir niimero real
0, ,Sabemos, adem&s., qua si ab = 0, donde a I. b

son, niimeros reales, gntonces por lo tnen9s uno de ellos
2

w

es bero. Puesto qua x22 x0X = 0

St



se deduce.que X 'F Ot Inversamente, si x 0, entoriees

x2 = x -x = 0-0 = .0. "Como .los puntos con ',ordenadas posi-

tivas est& por encima del eje x, se deduce que la grgfica

de y = x2 tiene una ordenada positiva para todo x 0,

y un punto dnico (0,0), correspondiente al valor x = 0,

estg en el eje x.

Observes que'por la gráfica de ria función y = x2

enteridemos la grgfica del enunciado abierto y.= x2.

Si (a,b) es un punto de la grgfica, entonces b ...a
2

es

un enunciado cierto.. Puesto que b = (-02 = a2, se

deduce que el enunciado abierto es tarkibien ciert,o para el

par ordenado (-a,b); con' otras palabras, estg

tambien en la grgfica.

Si x es positivo,: la multiplicadión de los miembros

de "x < l" por da x2 < x. 'Si, para el mismo valor de

x la ordenada de y = x2 se denota por yi 2 la ordenada
s

de y = x por y2, entonces para 0<x <1,tenemos

2y y2. Con otras palabras, la grgfica de y = x es.tg

por debajo de la grgfica de y = x.
7. Aquf, como en el problema 6, obtenemos x ic x2 y2.5y

Por lo tanto, para x >1 la grafica de y = x2 est'A por
encima de la recta y = x.

8. La multip1icaci6n de los mi'embr.os de a <b" por
a b da a

2
<ab ab b

2
, respeFtivamente. En conse-.

cuencia, por Ia propiedad transitiva de la ordenacion,

obtenemos a
2 < b2. Si 'tomamos ya = a 2 e yb = b2

44
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4
entonces por laspropiedad anterior para b)- a, obtenemos

yb>ya para todo b> a>°O. Por lo tanto, se deduce que la

grAfica de y =x2 asciende constantemente a medida. que

-Was movemos desde 0 hacia la dereCha,

La recta horizontal y a,.donde alt0'(comola

grAfica de- y x2 .esti por encima del eje x, a no

2
puede ser negativo), y la grAfica de y x tienen orde-

iguales ep los puntos de interseccidn. Parlo

tanto,. x
2 . a.

Puesto que% 7.41 -srii)(x. -4- 4i), x2 a . 0 tiene

er.conjunp de validez para a #.0, y el

ronjunto de'validez. (0) para a . 0. De elf se deduce

que puede.haber a lo mAs dos puntos de intersecci6n.

10. .
Puesto que la pendiente de una recta que contiene los

bpuntos (a,b) i (8,d) es - , (c # a), obienemos fAcil-
c - a ,

mente los puntos (OM 2,
2

a ° . a. Por consiguiente,
a - 0

diente de 1;a recta que contiene los puntos (0,0) 2

(a,a2), la pendiente

concluimos que la. pe1-

(a,a
2) se aproxima a 0 segdn a se aproxiret a 0.

Pero.una rec.:ta queogasa por (0,0) con una penaiente que se

aproxima 'a cero, aparentemente se acerca al eje x, que

toca la'parAbola ety (0,0). Si noeimos. que el segmento de

la recta entre (0,0) (a, ,a Xpara a cerca de: 0, casi

coincide con el arco de la parAbola, es plausible que la

grAfica sea aplanada cerca del origen.

4.

s.
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Respuestas al Conjunto de problemas 17-5b; paginas 551-553:

1. (a) Mientras m pequefto sea el valor de a, mas aplanada
2serat'la grafica de\ y ax para = 0, degenera

en el eje x. Tddas las parabolas para 0< a <1

elqtan entre el eje x la parabola y = x2.

(b) Para a >1, las parabolas y ax2 es-tan en el inte-

rior de la'p.arabaa 4 .$ x2.

(c), La grafica de y = ax2 est& entre el eje x by la
parabola y = -x2, si -1 < a < 0.

(d) .La grdfica ide y = ax2 esta en el interiorde la

parabola, y = -x2, si a <-1.
(e) La gráfica de y ax2

esta muy cerca del eje y para

Valores muy grandes de Ia 1.

2. Las graficas de' y = x2 + k e y- x2 difiergn- en su

posici6n solamente. En relac4.6p con 1,a.grafica de

y x2, la de y = x2 + .k esta IkI ,unidades hacia arriba,

si k> 0, 2,11(1 unidadeS hacia abajo, si k< 0. .

y (x h)
2

e y
,x2

difieren solamente en su posici6n;

a saber,- y (x h)2 est iI unidades a la derecha de

y = x2 si h >0, 2 Ihl unidades a la izquierda, si

h <0.

4. (a) j (x + 1)2 tienq exactamente la forma de y =x2,
y esta situada una unidad a la izquierda de la misma.

2
(b) y = -3x esta en, el interior de la varabola y = -x2,

cerca del eje

(c) 'y = x2 -3 tiene exactamente la forma de la parabola

y ic
2 y esta situada 3 unidades por deb`ajo de la

misma..

(d) y = (x - 1)2 tiene exactamente la. forma de la para-
bola y = -x2, y esta situada una unidad a la derecha

de la misma.

t'e



(e) y '2(x -

parabola'

,parabola

y 2x
2

.

Z)
2 tiene exactmente 11 forma de la

y 212, que está en eibinterior de la

y . x2, y dos unidades,a la derecha de

y = 4. 1)
2
+ ltiene exactamente la lorma'de la-

parabola / .71(2, Testa situada una,unidad a la

izquierda y una unidad hacia arriba de .

'
. .(g) y = 2(x - 1)

2
- 1 tiene.exactamente la forma de la

parabolp, y 212, y esta situada una urd.dad a la
2

derecha ya.una pnidad por debajo de y = 2x
2

parabola y = -2i2, que esta en 41 interior de

y -x2 y situada una unidad a la izquierda y un'a
2

unidad por detajo de la parabola y . -2x

p.

(h) y = -2(x + 1) = l'tiene exactaniente la forma de la

La grafica de y .'a(x h)
2 + k puede obteerie

651

trisladando la grafica de y = ax
2

, Nunidades en la

direccidn positiva del eje x, si h> 0, z 'hi unidadei
,

en la direccidn negativa del eje x, si h <0, iademas

ki anidades hacia arriba, si It> 0, I Iki unidades hacia

abajo, si k O. El Vartic y la equacift del eje de la

parabola son fh,k) z x'. h, respectivamente.

' x a(y - 1)
2

- 1. Puesto que a es arbitrario, hay una

infinidad/de tales,parabolas.

41



iespuestas al Conjunto de problemas'17-6; pdginas 55-556:

1. (a) 2 - 6x 4: 10. -(x 3)2 + 1
'

``0116.1AMOR, 41.01INIMYR

0

I

2
(b). Y = kx + kx =9(tz+ 2 10

2

31,9



(d)

(e)

MEMEMMEMEM
11104MUMMOM
MEWANOMMME
MMEAMMUMMEELERMAIRM
STUIMMIUMNIVI
MINEMIONMEM
IIMMEMERMIN

4x2 + Ikcx +

2

(2x 2 c 2

MINIMMIMMIMMIMMIOEMMINROMMNORMIMMO MMOMEMMIM
MINIMMTAIMMIIMEREM
MINIMNIMMIIMMOMEMM
MONOMMOOMMMEMMEM
KOMMAMMEMEMMMAO§
IMMEMMOMMEMMWmom
MKOMMEMEMMOOPAREM
IMPAIMMoMMIN MINIM

t 5(x - 3.)2

11 -3,

5-
9 11 9

20
- 1

TO 20

minemmilmum=
nymtnamm
mmumwmum
MINIMMEM
MIUMNIERN
IIMMIWERM

. 2. (a) Nu hay pun to a lguno

1 .1173 -1 - 1570
(b) 2 ,0) Y 2

, 0)
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"ffs I
:(3+.2 1-5-0)

10. 1' I

3 b. Ax2 + Bx + C A(x2

= A (X

/3 - 2 ITro 4%1in)

B B2 B2+ -,rx + N + C -yrr A / 0

B 12 4AC B
, 4A

B 4AC - B2donde h k

11...(a) a(x h)c' + k a.x2 2a.hx + (ah2+ k) 3X
2 + 5

Si a = 3, -2Edi = -7, ah2 + k = 5, entonces

a = 3 iraplica que -2(3)h -7; es deeir que, h
71a' = y h implican que(3)(1-6 k 5, 0 sea, que

11
fl,

2

2 In2 5 3Por 10 tanto,3x
13(b) ax2 2ahx(+ (ah2 ,+ k) = 5x2 - 20

- r
Si ?'

a

2Por lo tantp, 5x

13.= -3, :ah2 + k enrollees20
3 1

h k=5.
13 3 125(x -



a

.

(c) ax
2

2ahx + (ah
2
+ I() = Ax + Ex '+'C, para todo

- 6

ndmero real x. Esto es posible si

a =)A, -2ah = g, I: ah + k = C.

Si- a = A, vntonces el enunc4do -, 2ah = g" es
1

equivalenai a ."-2Ah = B", elito es, a h

Ademils, si a = A " h = entonces ,

2A 2
2 g"ah + k = C4 es equivalente a A -4-A? + k

g
2

4AC'''- g2esto es, ask=C
4 4A,

Respuestas al: Conjunto de prObletas 17- pgginas 560-61;

1., (a)

(b) 6x x 12 = (3x + 0(2x 3)

gn este caso, la compleci6n del cuadrado darfa 1Pa
Al

misMos- factores, pero deberfamOs pamaro. tratar de

hallar factores sobre los enteros por los métodos

I.

No es factorizable.

dal Capftulo 12.

,

-g,

- -1-(x (,)(x + 2)

4y2 2y -1 - (2y

No e factorable. ,
- 2z - z2.- 3 - (z 1)2 (.17$ z '1)(17 - 1).

No,es factorable.

5v2 - 5v -
11

- 5(v - . 4

(.,t7(v + 2)(.1r3'(v

a b)x ab (x

*ar

.1 5 0

- 2)

(x + a) (X -It ID).

*.
t 1 .*.
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s(a){44 , ,i4t)

(b) 4 - x 3x2 + 3x)il -

(c) 0.

A

(d) 432._ l 2
'ff)

4

-4)(8 +4)
+.1S

4 4 I
(e) 3t

2
3t + git 4t = i(2t + 1)2 O.

(r) 2
Y + 2Y = 3 + 3)2 6 = ((Y +

,

.1(y + 3 +.11-.6)(y + 3 IF) ) 14' 0 a

(-3 -3 + 34/T).

(3) 0.
(h) 3n2 7iip= - 7) = 0. (

( ) Puesto

2
a(x h) + k = a ((x h) +

se deduce'que es-factorizable si - ± 0.
2 m .

a

a
= -p , donde sp = -Tendo m n efiteros,(b) Si

0.

* 5

(c)

a* *

entonces a(x + a(Cx p.2)=
2 2

a.(x h - p)(x h + p) Mn(x 9(n(x- h)+

donde m, n, h 'son enteros, con la posible excepción'

del factor constante . Si n = 1, es decir, p

-es un entero, en tonces -2 es tambi4n un,entero.

Por lo tanto, si -- es 4.in cuadrado perfecto de un
a

entero, el polinomio anterior es pêrfectamonte facto-

rizable sobre los enteros.

si ,h h = 0 k -c 0, el conjunto de validez de
a a a

a(x - h) 2 + k = 0 contiene ninguno, uno o dos'

ntimeros reales, respectivamehte.
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4. (a) Si la longitud de ,fu lado mayor es x pulgadas,
entonces la longitud del lado menor es (6 x)

47:4

657'

pulgadas. Asi, ".

x(6 - x)\ d x2 - 6x + 7

x2 - 6x + 7 (x-3)2 - 2 (x - 3 -Nil-) (x = Os

Por consiguiente, z = 3 -**- kr2. La longitud del,lado ,r-

'Mayor es (3 +,4-2) pulgadas'..

(b) Si un lado inide pulgadas, entonces el' segundo

lado mide (x l)' pulgadas, y la hipotentlsa mide.,

(x + 2) pufgadas., epr- el teorema ide Pitfigoras

tenemos

+ 1)2 = (x + 2)2 s x2 - 6x - 3 =
x2L- 6x 3 =,(x - 12

' Por lo tanto? x3 ± flL El lado requerido slide
3+24 pulgadas . 4

(c) .Si un ndmero es x, entonoes el segundo es 5 - x,
el producto es x(5 - x) =.;9. As!, x2 - 5x + 9 = 0. tN-

Puesto que eJ. conjunto de validez de
2 11

x - 5x + 9.= (x -52-)
2 + o no contiene ningdt)

ndmero real, el vroblema no tienesolucidn.

5. En.el problema 3 del Conjunto de problemas 17-6, obtuvimos

la relaci6n
(a) a)2

B 12 132 - 4AC
r itA2

IS

354
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B. N 4AC(b) ,Si B2 ,4AC-4 0, entpnces .(x 4-
2

2
4A

,. -2A

La parabola y....Aac.2H+ Bx ,p est4i pOr' encima 0 por

debdjá 'del eje x' (por encima para A> 0) por debajo

para ,A,: 0); est° es, Ax2 + Bx + C = 0 no ttene

,soluCiân.

Si B
2

-.4AC = 0,,)entonces y Ax
24:

Bk C B 2
2A,

. y la paribola esti por encima o por dot\bajo del eje x,
i toca el dje x en (- . '11--,0) esto es, + Bx + C,.. 0"

2,A

tiene una solución x = --2-11.g.

B 2(d) Si 32 - 4,AC > Op intonces A (!x TE)

s/IB2A(x + ;3:K+ '/B2 lukc )(x + - # 2; 4AC)

tiene el conjunto soluci6n

1
2A

:
Este es la fóruktila cuadratica familiar que se
enuncia a menudo sin demostración. Se presenta
aqui solamente comO una generalización de la tacnica
de ifactorizar un polinomio cuaciritico mediante el
Tattodo, de, compleci6n del cuadrado. No se debe pedir
a los estudiantes que se aprendan de memoria esta
f6rmula. Lo importante es que todo polinomio cuadri-
tico con B2 - 4AC2,: 0 puede ser factotizado sobre los

ndmeros reales, y, por 10 tanto, todi- e ci6n
2cuadritica con B - 4ACJt 0 tiene soluci'on ales.

bos
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,

Capitulo 17 ,.

1 4

, Sugerenciab pare emimenes

En cada unR:lejos siguientes, describe, si es posibled,
'41

la funci& (i) mediente una table, (ii) mediante une

, expresi6n em x. En cada caso, indica el dominio de

definici6n y.el campo de valores.

(a) A cada ndmero real positivo asigna la suma de-
.

2 y el duplo del namero.

(b) Asocia con cede entero reciproco,del mistdo.
1. ,

(c) A cada ndmero red", asigna la ordenada del punto

de la recta con pendiente 2:Lordenade en el órigen

r2, CUYa abscise es el ndmero.

2. i,CuAl es el dominio de la función definida por la 5cpre-
s

siónN12x - 4? 1,Cu41 es el campo de valores de este

funcit5n?
4

Dada la función g .defirada COMO sigue:

g(x) x 1
- pare cede ndmero real x distinto de

cero.

Au4 ndmeros reales estain representados por 10 viguientes?
k

Ig(-i)
(f) g(71.)

(g) , >

(h.) -g -a , a >

353 4.
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Considera'la funcial F definida por:

e6

2. -2Sx<0
F(x) 3c+2, O<x2

(a) 4Cua1 es el dominio 'de definici6n de F?

(J) glue' aineros estAn representados por P F(-1.)

F(o), F(.i) ?

(c) Dibuja la grAfica de F.

(d) .zCutil es el conjunto de validez dp1 enunciado

F(x)

5 Da una regla para definir la funci6n cuya grifica .es el

segmento de recta que se extiende desde (-1,2) hasta

(4,1), incluyendo los extKemos.

LEs tocl,a recta la grailipa. de ula función? Si no lo .es,

da-a1guls 6xcepciones.

Si f _es 'funci6n lineal definida por f(x) = mx + b,

para todosl.t;s niimeros reales x,

(a) describe la grAficit de f, si b.= 0 / m ) 0,

(b) ,describe la grAfica de f, si. m = 0 y b

(0) ""detrmina m b, 51 la grifica de f. contiene
los puntos (-2,3) 1. (3,-2) .

13. 'Sean F G los funcioneS definidas por:

Nab,

F(10 m 3x2 J. 2x - 4,
G(x) = -x? ,

beterukna F(2) - G(1)

Determina F(x) + G(x).,

Deteimiria F(x) G(x)

-1

x < 2,

x 3.

F(-4) + G(1.4)

-1 x < .2.

-1 .< x 2.

(0) Con respecto mismb sistema de ejés, dibuja las
1.)

gráficas de- F G,



IA

4

(e) liCuAl es el conjunto 4e validez del enunciado

"F(C) = .G(x), -1< ..)t8"( 2"?

Escrpe F(x) en la forma can6nic: y halla el

vértice y el eje de la grAfica de F.

661

8 (g) Resuelve la ecuaci6n cuadiStica F(x) - 0 x< 2.

Si una ecuaci6n.cuadratica'se escribe en la iorma

a(x 1)2 +

determina los valores de hjyk para los cuales la.

ecuaci6ti tiene , A

(a) 'dos soluciones realet,4

(c)

una solución real
,

ninguna solución real.

10.. 'El primer lado de,un rect6ngulo ti,ene x pulgadas de

lortgitud; otro laddes 2 pulgadas más coto, y la .

diagonal es 3 pulgadas más larga que el primer lado.

I,CuAl es el valor de x?

, %tip I
A. A

3 59

a.


